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z)ie nad^ftel^enb gegebenen brei Slrtifel über bie äJtetl^obe beS 
matl^ematifd^en Unterric^tö l^aben ben Qtoed, einen S3eittag jn 
liefern jnt ©rörternng ber grage, ttjie ber Unterrid^t in ber 
SKat^entatil nad^ SKa^gabe ber f^orberungen ber l^eutigen 
5ßäbagogif gn ertl^eilen, bejiel^ungiStoeife in wie toeit er jn 
refomiiten fei. 2)iefe Slrtifel finb juerft obgebrudt erfd^ienen 
in aWager'^ päbagogifc^er SReöne. S)a jeboc^ biefe S^itf^^if*» 
toie eg fd^eint, gegenwärtig vergriffen ift, fo bin id^ bem üon 
mel^reren Seiten mir au^gefprod^enen SBnnfd^e, einen befonberen 
Slbbrudt ber bejeid^neten Slrtifel jn öeranftalten , nm fo bereit^ 
wiQiger nad^gefommen , atö id^ ®rnnb l^obe ju glauben, ba% 
baiSjlenige, toa^ barin gefagt worben ift, eben fotool^l unb untier^^ 
änbert nod^ l^eute gefagt werben fann. 3^^ wenigften in 
unfern preu^ifd^en ©deuten, in benen man Slufgabenfammlungen 
wie Sarbe^ unb ben burd^ Sertram öerwäfferten SReier ^irfc^ 
jum ®mnbe legt, fi^eint bie SRatl^ematif ferner atö jemate öon 
einer SBiffenf^aft ju fein, unb in weld^er muftergültigen SBeife 
®avi^ in feinen SJorlefungen bie SRatl^ematif bel^anbelte*), baS 
ift ber gegenwärtigen ©eneration fd^on wieber entfallen. 

3ugleid^ erl^atte id^ l^iermit aud^ bie mir fel^r erwünfc^te 
©elegenl^eit , einem größeren publicum t)on benjenigen (Srunb^ 
fä|en 9}ed§enfd§aft }u geben, au^ weld^en mein feit bem erften 
Slbbrudte biefer Slrtifel erfd^ienene^ unb in mel^reren Sluftagen 
üerbreiteteS fiel^rbud^ ber ©lementar *= SRatl^ematif l^erüorgewad^fen 



*) SDlan fe)^ bei» IBerf. ®ebäd^tnigrebe auf (S:arl Sfriebrid^ ®au|. 
$amtot)er 1877. Seite 18. 



IV 

ift. S)cnn ba in bicfem ßd^rbud^c, md) bcr Slatur bcr ©ad^c, 
üon bcr SWctl^obe beg Unterrtd^t« fo gut tote gar nid^t btc 9tcbe 
fein fonntc, fo toirb man an üorlicgcnber ©tcQc SRand^cg auf^ 
gcKärt finbcn, toas bort etma bcr ÄufMärung bcbürftig fd^cinen 
möd^te. 

®cr 3;cEt bcr brei Slrtifcl erfd^cint l^icr bcinal^c unüeränbert 
xoxt früher, nämlid^ nur mit Untcrbrüdfung öon ein paar 
Äleiniglciten , ttjctd^c auf 3^it ^^'^ ö^* ^^^ ^^P^^ 5ßubIication 
Scjsug iiattcn unb I)cutc fein Sntcreffc mel^r l^abcn fönncn. 
©oute bcnnod^ (SinigcS [teilen geblieben fein, toaS bic (grinncrung 
an bic erfte $ßubIication n^ad^ ruft, fo tooHc man bieg bamit 
cntfd^ulbigen, ba§ id^ bemül^t ge^efen bin bem ©aujcn ben il^m 
innctool^ncnbcn Kl^arafter oon urfprünglid^cr grifd^e unb Seben= 
bigfeit, in fomeit biefer oorl^anbcn ift, nad^ SRöglid^fcit ju 
bctoal^rcn. 

@o möge benn bie ©d^rift aud^ l^eutc nod^ il^re ^aft 
erproben unb l^ie ober ba ein einftimmenbeg (Semütl^ toedfen. 



pe ßtW^üh hs tttatl|etttattf(t!ett Kntemclitd. 



(grftct «rtifcL 



SBa§ bie SWatl^cmatif auf ©d^ulen foHe, barübcr t)f(c9t man 
l^eutigcg XageS feinen 9lad^tt)et§ mel^r ju öerlongcn. Unfere 
Qeit i)at bie gorberung einmal au§fleft)roci^en, unb tüer auf itn 
SRamen eines ®ebilbeten Slnft)rud^ machen ttjiH, ber fod biefen 
tüid^tigften §ebel ber Slaturtoiffenfd^aften, tücld^er um biefer feiner 
Slntoenbungen Juillen immer ttjeiter in ha^ täglid^e Seben l^inein^* 
greift, — ttjenn aud^ ni^t gerabe fetbft anzulegen öerftel^cn, fo boä) 
tüenigftenS üon feiner Sluttjenbbarfeit einen allgemeinen Segriff 
Befi^en, ftatt beim Slnblide ber matl^cmatifd^en ^ierogl^pl^en in 
jenes „bumme Staunen" ju geratl^en, tueld^eS ber SBürbe beS 
SWenfd^en fo toenig jiemt. ^a fie l^at biefe gorberung mit einer 
fold^en SJeftimmtl^eit auSgeft)rocl^en , ba§ fie fogar unter bem 
5Ramen ber ©lementar^SRatl^ematil entfd^ieben, tüenn gteid^ 
nid^t ol^ne einiges ©d^ttjanfen in ben ©renjbeftimmungen, baS== 
jcnige ®ebiet auS ber gefammten SRatl^ematil l^erauSl^ebt, beffen 
(Stubium bem ©ebitbeten unferer 3;age nid^t mel^r ertaffen tüerben 
fann. Qu biefem ©tubium il^re ©d^üler anjuleiten, ift eine tjon 
ben Slufgaben, toeld^e unfere ©deuten gu löfen l^aben. 

SBirft man nun aber einen 93IidE in baS Seben hinein, fo 
mu§ man fid^S freilid^ geftel^en, baß tjon einem matl^ematifd^en 
SBiffen bei unferen ©ebilbeten jur 3^^* ^^^ anwerft toenig 
anjutrcffen ift, fo bringenb aud^ bie gorberung immer mel^r an 



fic l^crantriti Sine Srfal^rung, bie jebcr mad^en fann, möge 
[tatt öicier jum 93elege bienett. SBo in einem Ärcife ©rtoad^fcner 
bie SRebe fontmt auf S^agen l^iftortf d^er , pl^ilotogif d^er , tl^eo^ 
logifd^er , juriftifd^er , mebicinifd^cr unb felbft pl^itofopl^ifd^er 
Unterfud^ungen , ba ift c§ immer bie SRel^rjal^t, bie ein SBort 
mitjureben tüenigften^ öerfud^t; benn felbft toer ööHig Qufeerl^alb 
ber ©ad^e ftel^t, ^at fd^on quS allgemeinem Sntereffe einmal um 
bie ©ac^e fid^ befümmert unb fid^ irgcnb einen allgemeinen 
SScgriff baöon anjueignen gewußt, Äommt aber jufäHig ein 
©egcnftanb ber SRatl^emati! jur ©prad^e, unb wäre e§ aud^ nur 
ber geringste mat^ematifd^e SSegriff, jo toiffen bie meiften nid^tö 
l^eröorjubringen, aufgenommen etwa eine naiöe SrKärung il^re^ 
aiej^jectö öor einer SBiffeufd^aft, öon weld^er nid^tg ju üerftel^en 
übrigen^ ganj in ber Drbnung fei; ober, faQ§ ber SWangel tiefer 
empfünben wirb, eine Slnflage i^rer ßel^rer, bei benen fie nid^tg 
l^aben lernen fönnen» ®er Sefer wirb mir jugeftel^en, ba§ id^ 
nid^t übertreibe. Slber ift ba§ ein rid^tigeö SBerl^ältni^ ? *) ©oQten 
bergleid^en (Srfal^rungen nid^t üiclmel^r ju einer ernften Unter^^ 
fud^ung ber grage filieren, Wolter eg bod^ !omme, ba§ ein für 
jebermann fo jugängigeiS SBiffen wie ^^a^ matl^ematifd^e bigl^er nur 
\)Ci% ©igentl^um einiger Slu^erwäl^Iten geworben ift? SÄögen bie 
©d^uleinrid^tungen l^ier aufeer SBetrad^t bleiben, bie öielleid^t einen 
%i)tx\ ber ©d^ulb tragen: wie bie' ©deuten, unb inSbefonbere bie 
©^mnafien (geleierte, wie SRealfd^uIen), benen unfere ^txi biefe 
Slufgabe tjorjug^weife auferlegt, bie SÄatl^ematil ate Untertid^t^^ 
gegenftanb rid^tig ju ergreifen unb angemeffen ju bel^anbeln l^aben, 

♦) 8tt^ör »er wie ^uleS ^anin meint: „9Wan fann über TOcS 
fd^reiben — toie öiel mel^r alfo ntc^t f:prec^en? — ol^ne eigentlid^e @oc^fenntni6 
JU beft^en, auger über bie SJlatl^ematif,'' ber wirb aud^ jene ®rfti^einung ol^ne 
aJlül^e fic^ JU erflären wiffen. afnbeffen wer fdl^e nid^t, bog in biefer ©teffung 
ber aWot^ematif afö einer SluSnol^me wieber boS gonje Problem öer*« 
ftedt ließt? 



barüiicr mufe juerft unb öor aßen ©ingen ber unterrid^teube 
SWatl^ematifer fid^ ein flarc§ unb öoßftönbigeg SBetüu^tfein gebtibct 
l^aben, tücnn nid^t bie neue ©encration abermaB öerlümmcrn 
unb, nad^ gereifter ©infid^t, ©d^ute unb Seigrer üerbammen jolt. 
2)0^ Slad^ftel^enbe ntöd^te baju aU ^Beitrag gelten! 



SRan l^at eine SluffQffung be§ ®^mnafialunterrid^t§ geltenb 

ju mad^en gejud^t, nad^ ttjeld^er man einen einjelnen Sel^rgegenftanb 

bergeftalt glaubt l^erau^l^eben unb an bie @pi|e be§ Unterrid^tS 

fteHen ju fönnen^ ba§ alle übrigen Sel^rfäd^er nur injofern, aU 

fie ju biefem einen il^ren Seitrag liefern, unb nur in bemjenigen 

®rabe, in toeld^em fie il^ren ^Beitrag baju liefern, in ben ^rei§ 

beS ©^mnafialunterrid^tS aufgenommen n^erben foHen. Qn biefem 

Sinen bie SRatl^ematif ju ertüäl^Ien, wirb itoax nid^t leidet jemanbem 

einfaDen, ba bie Ungereimtl^eit ber Sonfequenjen ju fe^r auf ber 

ftad^en §anb liegt, ©ei aber aud^ biefe§ (Sine ber ©^jrad^unterrid^t 

— ber attclaffifd^e ober ber beutfd^e — ober fei e§ bie ^Religion, 

ober toa^ man fonft noc^ fönnte mit einigem ©runbe in SSorfd^Iag 

bringen: fo l^at man bamit aUerbingS ein red^t concreteg, fo ju 

fagen ]^anbgreif(id^e§ $ßrinctp bem Unterrid^te aufgebrüdEt; aber 

übel fielet eg aug um bie Sered^tigung ber einjelnen Sel^rfäd^er. 

3n fprad^Iid^er SRüdtfid^t toürbe (um e§ möglid^ft furj au§äu* 

fpred^en) bie größere ober geringere SBielf eitigf eit in bem SSorf ommen 

ber @<)rad^elemente unb il^rer SSerfnüpfungen ju ben Kategorien 

be§ 2)enfeng, in religiöfer fRüdffid^t bagegen ia^ größere ober 

geringere ©eltenbmad^en be§ menfd^Üd^en 9lb^ängigfeitggefül^I§ 

unb ber barau^ refultirenben ^intoeifung auf Oott, bag Kriterium 

für bie größere ober geringere ^i^IoffungSfäfiigleit ber ®^mnafial== 

fäd^er au^jumad^en l^aben; unb in beiberlei SRüdEfid^t ttJürbe ber 

SRatl^ematil, um nur bei biefer ftel^en ju bleiben, jjebenfaUg nur 

ein fcl^r untergeorbnfter ^Ia|, toenn überhaupt ein fotd^er, 

1* 



juerfannt tocrbeu muffen, ba il^rc Slrmutl^ an (Slcmcntcn ju 
fprad^tid^cr toic religiöfer SSilbung offen üortiegt. Slug btcfem 
®runbe l^oben benn anä) alle SSert^eibiger einer fold^en Sluffoffung 
für bie SKatl^ematt! faum me^r afö Xriötalitöten öorjuBringen 
t)ermod^t SBoöte man bie ^orberung ba^in befd^rönf en , ba§ 
ber mat^ematifd^e Unterrid^t f o öiet n)ie möglid^ für bie ^totdt 
ber religiöfen ober ber fprad^Iid^en 83itbnng 6enu|t toerben foHe, 
fo toürbe ba§ ©inn l^aben; benn fold^e Oegcnfeitigfeit, in ben 
rid^tigen ©renjcn gel^alten, finb alle Unterrid^t^föd^er einanber 
fd^ulbig. Slber bamit toürbe bie üermeintlid^e ©inl^eit be§ 
(S^mnafialunterrid^tS lieber üoUftänbig au§einanber faöen, atfo 
biefe (Sinl^eit üielme^r auf einer ganj anbern ©teile gefud^t 
werben muffen. Unb in ber %i)at, wer in ber religiöfen SBitbung 
einen ©pi^punft unfereS ®^mnafialunterrid^t§ anerfennt, ber ^at 
9?ed^t; wer aber in ber fprad^tid^en Silbung einen fotd^en aner^ 
fennt, ber l^at nid^t minber SRed^t; ber Unterrid^t l^at eben fo 
öiele für fid^ beftel^enbe ©pi^en toie Sel^rfäd^er ba finb, unb 
toeber bie retigiöfe SBilbung allein, nod^ bie fprad^Iid^e Silbung 
allein, nod^ toag man fonft bafür fe^en möge, mad^en ben QkU 
punft be§ ©^mnafialunterrid^tS ober irgenb eine§ anbern ©d^ul^ 
unterrid^tS au§, fonbern in ber ©efammtbilbung be^ SKenfd^en, 
toeld^e jene ^artialbilbungen aU integrirenbe 3;i^eile in fid^ entl^ält, 
liegt ber ibeeHe ßiripiinft eine§ jeben Unterrid^tg auggefprod^en* 
SWan lann ferner biefe ©efammtbilbung befiniren otö eine fotd^e, 
bie ben l^erantoad^fenben SKenfd^en befäl^igen foH, o^ne Siüdffid^t 
auf ben öon il^m ju ertoäl^tenben 93eruf — bie ©egentoart, 
in bie er eintreten wirb, ju begreifen unb fid§ in 
berfetben jured^t ju finben unb geiftig l^eimifd^ ju 
m a d^ e n. SBag ju il^r gehöre, ba« ftel^t eben beSl^alb nid^t ein für 
aQemat feft, @g ift einerfeitg ber SRobe unterworfen, unb bemnad^ 
ein Slnbereg in anberen Sa^rl^unberten ; e^ ift anbererfeitS t)er== 



jd^iebcn auf ben öcr jd^iebcncn ©tufen bcr menjd^üci^cn ©cfcDfci^aft, 
unb jcrfäHt in bicfcr testeten SRüdCfid^t für unfcrc gcgctitoärtigcn 
©iüilifation^juftänbe in bie SSoIfSbitbung, bic (l^öl^ere) bürgerlid^e 
S5itbung unb bte geleierte Silbung. %viä) fann nid^t oQc§, waiS 
jur SBitbung einc^ gegebenen Snbiöibuumg in einer gegebenen 3^^ 
gel^ört, in ben Sreig be^ ©d^utunterrid^tö l^ineingejogen werben, 
weil gettjiffen öilbungi^SRequifiten ba§ ebucatorifd^e ®Iement fel^lt 
ober fo gut wie fel^tt, iini bie Sriangung anberer bem reiferen 
aWanne überlaffen bleiben mu§; womit man ben befannten @q| 
tjergteid^en mag, ba^ bie SBitbung be§ 3ubit)ibuum§ niemals 
gefd^Ioffen, fonbern eben ein Sbeal ift, bem bie SSirKid^feit nur 
af^ntptotifd^ naiver fommen fann, SBenn man nun aber aud^, 
t)on biefer ©eite angefel^en, ha^ äi^gcftänbni^ mad^en mu^, ba§ 
^Religion unb ©prad^e be§ SSorjugg genießen, ia^ fie ju allen 
Reiten unb unter aQen SSerl^ättniffen , wo überl^au^jt nod^ tjon 
S3itbung bie Siebe fein fann, aU wefentlid^e (SIemente ber Silbung 
werben gelten muffen, fo bleibt barum für eine beftimmt gegebene 
3eit nid^t ntinber biejenige befonbere ärt öon S3ilbung ber 
©efammtbitbung wefenttid^, weld^e biefe ^cit felbft aU unabweisbar 
forbert. 3n fold^em gaöe befinben wir unS aber gegenwärtig, 
wie fd^on im ©ingange angebeutet worben, mit ber SWatl^ematif, 
wenigftenS fobalb aU ber ©tanb^junft ber SSoIföbilbung über^ 
fd^ritten werben foQ; unb ba obenbrein bie SKatl^ematif ganj 
t)orjügtid^ berjenigen SBel^anblungSWeife unterworfen ju werben 
fid^ eignet, weld^e ber erjiel^enbe Unterrid^t öertangt, fo ^at fie 
mitl^in ein Siedet, felbftänbig aU Unterrid^tSfad^ ber ©^mnafien 
auf jutreten unb jeben SÄa^ftab für il^re Söered^tigung, l^ergenommen 
aus ben etwaigen Seiträgen, weld^e fie jur ft)rac^Iid^en ober jur 
religiöfen S3itbung tiefern mag, t)on fid^ abjuweifen. ©ie l^at 
bemnad^ ferner aud^ ein Siedet, fid^ f probe ju öerl^atten gegen 
Itht^ t)on außen fid^ l^erbeibröngenbe ^ßrincip, weld^eS il^r etwa 



Se^rgang unb Sc^rjiel öorjctd^nen möd^te; S8eibe§, ®ang unb 
3tet beg mat^cmatijd^en Unterrid^tö, mu§ lebiglid^ oug bcm 
Söcgriffc bcr ntQtl^cmatifd^eu Silbung feiner 83eftimmung entgegen^ 
feigen, — unb bieg war e§, was id^ ^ier i)abe anjetgen tooflcn. 

ytaä) Slbweifung biefe§ SrrttJegeS, tt)o jur 9ieguürung be§ 
matfiematifd^en Unterrid^tö ein frembeS 5ßrinctp öon au^en 
l^erbeige^olt wirb, — eines SSSegeS, ben freilid^ ein SKatl^ematifer 
f^werlid^ im ©rnfte fid^ entfd^Iie^en wirb ju gelten, — bleibt 
bemnad^ je^t bie ^rage, weld^e Slrt beS ntat^entatifd^en Unterrid^tS 
aus bem begriffe ber matJ^ematifd^en SBilbung felbft refultire. 
3)amit betrete ic^ aber f ogleid^ wieber ein ftreitigeS ©ebiet ; benn 
eS ift ber ©treit jWijc^en @ ^ n 1 1^ e f i S unb @ e n e j i S , wetd^er 
l^ier jur ©prad^e fommen mug, ein ©treit, in weld^em td^ fd^on 
öfter Sil^eil nel^menb l^abe auftreten muffen. S)iefen Streit l^ier 
einmal im ßi^f^wimenl^onge ju befpred^en, ift meine Slbfid^t. S)a 
aber l^äufig genug ber concrete gatt üiel beffer als aQe abftracten 
2)ebuctionen geeignet ift, bie wa^re SSefd^affenl^eit einer @ad^e 
ins redete Sic^t ju fteHen, unb ba obenbrein bie ä(^te ©enefis 
in ben betreffenben Se^rbüd^ern fid^ nod^ fo wenig bcad^tet finbet, 
fo jiel^e id^ eS t)or ftatt öieter SBorte jugleid^ aud^ bie ©ad^e 
felbft reben ju laffen, inbem id^ in einem jweiten Slrtüel 5ßroben 
einer fd^utmäßigen S3e^anblung ber ©eometiJie jur Äritif öor* 
jutegen gebenfe. 3)iefem fd^idfe id^ bemnac^ ben gegenwärtigen 
erften Slrtifel gleid^fam ats ©inleitung öorauS. 

Offenbar mu^ ber S3egriff ber matl^ematifi^en SBilbung, fo 
wie id^ il^n l^ier als ma^gebenb für bie ©inrid^tung beS matl^e^ 
matifd^en Unterrid^tS ^ingefteHt l^abe, unterfd^ieben werben öon 
bemjenigen ber matl^ematifd^en ©elel^rfamleit. 2)ie ©d^ule foll 
feine 9Katl^ematiIer bilben, f o wenig wie 5ßl^itoIogen ober S^eotogen. 
©ie foö jwar bie SÄögtid^feit offen laffen, ba§ ein Xl^eit i^rer 
©d^üter fid^ fpäter^in htm ©tubium ber SRat^emotif in öottem 



Umfange jutocnbct, fei eS um biefelbe jur gad^toiffenfd^aft ju 
mad^en ober um fte atö ^ülfi^ttJtffenfci^aft füt pl^^ftfQÜfci^e ober 
ted^nifd^e ©tubien ju benu^en; aber biefer SJlögtid^feit gefd^iel^t 
fd^on t)on felbft ©enüge, wenn man bie mat^ematifd^e SBilbung 
atö 3^^tpunft be§ mat^ematifd^en Unterrtd^teg auffteQt, unb fie 
!ann be^l^alb il^ren @influ§ nid^t mel^r big bal^in erftredfen, ba§ 
um il^rer willen nun aud^ bie fog. matl^ematifd^e, b* i. f^ntl^etifd^e 
SDJetl^obe auSfd^Iieglid^ beim Unterrid^te Slnwenbung finbcn foQe. 
S)iefe§ Sediere entfd^eibet fid^ t)klmtt)x erft burd^ Unterfud^ung 
ber 5^age, ob bie f^ntl^etifd^e SJletl^obe aud^ toirftid^ baju geeignet 
ift, matl^ematifd^e S3ilbung lieröorjubringen. 

(Sntfd^ieben finb ol^ne Stoti^d aUe Stimmen gegen jene 
rol^efte SBeife be^ matl)ematifd^en Unterrid^tg, wo man bem 
©d^üler bie SRefuItate ber matl^ematifd^en fjorfd^ung, b. i. bie 
&cf)x[d^t, einjeln üor jäl^It, allenfalls — wie jener ©nglänber öon 
feinem Seigrer »erlangt l^aben foH — unter SSerbürgung feine§ 
©l^renwortS für bie Siid^tigfeit berfelben, unb nun bie gorberung 
l^injufügt, ba§ ber ©d^üler biefe @ä|e bel^attcn folle. @old^e§ 
SSerfal^ren lann pd^ftenS ba wiQfommen gel^eißen werben, wo 
afö bie befte Unterrid^tSmetl^obe biejenige gilt, weld^e bem Seigrer 
bie meiften S3equemtid^Ieiten bietet* S8ei bem ©d^üter aber wirb 
man bamit nid^t§ weiter l^eröorbringen als einen unfagbaren 
SBiberwillcn gegen ben gangen Unterrid^t unb ba§ entfd^iebene 
SBcftreben, fobalb ber Seigrer ben SRüdEen gewanbt l^at, SllleS 
wieber öon fid^ abjuf d^üttetn : offenbar bag gerabe ©egentl^eil öon 
ber beabfid^tigten SBitbung. 2Äan mu§ e§ unfern SJlatl^ematifern 
nad^rül^men, ba^ fie öon jel^er gewiffenl^after ju SBerfe gegangen 
finb; benn fie gaben jU jebem @a|e aud^ ben S5ewei§/ ©iel^t 
man aber bie ©ad^e näl^er an, fo forbert ein SeweiS jeberjeit 
fd^on vorangegangene ©a|e, auf bie er fid^ ju berufen l^at, unb 
barauS ergiebt fid^ mitl^in für biefe Unterrid^tSWeif e , wag bei 
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jenem ro^en SSerfa{)ren nid^t ber galt mar, mit SWot^tpenbigfeit 
bie gorberung einer beftimmten, burd^ bie Söefd^affenl^eit ber 
S3ett)eije unabänberlid^ bebingten Slnorbnung ber @ä^e, bergeftalt, 
ha^ jeber @a| an berjenigen ©teile, bie er einnimmt, öoQftänbig 
an^ ben t)ort)erget)enben ©ä^en mu§ betüiefen tt)erben !önncn. 
Stimmt man tiieju noc^ bie gorberung, ia^ jeber @a^ jugleid^ 
audj jum 33ett)eije irgenb eineg nad^folgenben @a^e§ nötl^ig fein 
mu§, jo l^at man bamit ba§ ^rincip ber j^ntl^etifd^en 2Ke^ 
tt)obe, öon mlci)ex nnS (SuHib ein jo unübertrefflid^e^ SRnfter 
l^interlafjen l^at. 

gragt man nnn, tt)eld^en @rab t)on mat{)ematifd^er Silbung 
ein Unterrid)t im ®eifte ber j^nt^etifd^en 3Kett)obe ju SBege ju 
bringen vermag, fo ftetten fid^ fogleid^ allerlei 93ebenfen ein. 3d^ 
miß für ben SlugenblidE ben „©a|" felbft nid^t meiter inS Singe 
fajjen, fonbern ftiHfd^tpeigenb annetimen, ba§ berfelbe fd^on an fid^ 
al§ ein foldjer aufzutreten öerfte^e, um beffen @rfenntni| e8 fid^ 
lo^ne; ber „85ett)ei§" aföbann, in ftrenger logijd^er gorm einl^er^ 
fd^reitenb unb burd^auS an 93e!annte§, nämlid^ SSorangegangene?, 
fid^ anletinenb, tt)irb fidler fdjliefelid^ ju bem SRefuItate filieren, 
ba^ bie SRid^tigfeit be§ ©a|eg jugeftanben tüirb. Snbeffen biefer 
SBemeig mu§ ©d^ritt öor ©diritt bem ©d^üter mitgettieilt nje'rben ; 
nirgenbg, aufeer in ben Sonclufionen aug ben gegebenen 5ßrämiffen, 
jeigt fid^ eine SRot{)tüenbigIeit, meg^alb gerabe \ o unb nidjt anber§ 
fortgef dflritten tüerben — tt)e§]^alb gerabe biefer unb fein anberer 
©a^ äu §ülfe gerufen, gerabe biefe unb feine anbere ^ülf^linie 
gejogen tüerben mu^; ber Slad^tüeiö einer fold^en 9lot]^tt)enbigfeit 
ift ja für bie enblid^e (ginfidjt in bie JRid^tigfeit beS ©a|e§ gar 
ni^t erf orberlid^ ; unb e§ rebucirt fic^ mitl^in bie gauje ©elbft* 
t{)ätigfeit beg ©d^üler^ barauf, au§ ber bargebotenen Propositio 
major unb ber gteid^faHö bargebotenen Propositio minor bie 
ßonctufion ju giel^en: toenn man nid^t etn^a nod^ bie göi^igfeit 



bcfonbcrg in Slnfc^lag bringen toiQ, einen frül^cr fd^on bagetpejcnen 
©a| wieber ju erf ennen. 3n ber 2;^at eine jel^r geringe ©etbft:^ 
tt)ätigfeit, bie, wenn fie toirHid^ bie einjige erreidjbare wäre, 
jofort bie SRatl^emati!, ol^ ber ebucatorijd^en Sel^anblung unfät)ig, 
Qug unferen ©deuten öerbannen «nb eg jebem ©injelnen übertaffen 
ntü^te, fo mcl atö er mag fid^ baöon anjueigncn! — 2)a§ ba* 
neben nun ouc^ biejenige SRotl^wenbigleit t)ermi|t wirb, vermöge 
beren ber ©afe gerabe an biefer unb feiner anberen ©teile in 
ber SReil^ef olge ber ©ä|e auftritt, liegt auf ber ^anb ; ber ©d^filer 
ift aud^ l^ier lebiglid^ an bie SÖiittl^eilung be^ Sel^rerS gewiefen; 
ein ®runb, weS^alb ber ©a^ fid^ nid^t fd^on frütier, nömtid^ 
au§ einer geringeren Slnja^t öon SBorberjäfeen l^abe beweifen 
laffen, ober weS^alb er gar jum Seweife eines fpäteren ©a^e§ 
unerlä|tid^ geforbert werbe, wirb i^m nic^t fid^tbar. 

3d^ toäl^Ie aU erläuternbeS Seifpiel ben befannten ©a|: 
„3)a§ bie SBinfelfumme im S)reiedE jwci SRed^te be* 
trägt*, unb fe^e t)orau§, ba| bie 5ßaraIIeIent^eorie öorl^ergegangen 
ift« 2)ag SreiedE l^ei^e ABC; bie gigur wirb ber Sefer leidet 
tliujufügen. 

SB e weis: 1) SWan lege burc^ A eine beiberfeits unbegrenjte 
gerabe Sinie DE paxQÜd mit BC*) — (SBeld^e ßaufalüerbinbung 
t)on ber nad^juweifenben SBinfetfumme ju biefer ^ßaraöellinie fü{)rt, 
baS bleibt l^ier DoÜfommen bunfel S)iefe Sinie erfd^eint l^ier nur 
atö ein @riff in§ ©laue l^inein, ber fid^ freilid^ am ©d^tu| atö 
ein gtüdEIid^er Oriff bewäl^rt.) 

2) aWan wenbe ben ©a^ an, \io:^ bie SBed^fetwinfel jwifd^en 
^ßaraHelünien gleid^ grofe finb; weld^eö l^ier jweimal mögtid^ ift, 
nämlic^ DAB = ABC unb EAC = ACB, — (3)iefer Ueber^ 



*) Um in ber fjigur nid^t ju irren, bead^te man bie golge ber 
\tahtn in DE unb BC, @§ ift bieg ein $unft, in weld^em unfere Sel^rbüd^er 
nid^t forgfam genug jn fein :pflegcn. 
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gang ju bcn SEßcd^fctoinfeltt bleibt nid^t minbcr bunfcL SBcgl^alb 
nid^t bic Snnentoinf el ? unb toic pngt bag fibcrl^aupt mit bcr 
SBinfelfummc jufammcn?) 

3) aWan toenbc auf bcn S33in!cl BAC ben ©a| an, ba§ jcbe 
®röfee \\6) jclbft glcic^ ift; ^ier alfo BAC = BAC. — (3)cr 
®runb crgiebt fid^ freilid^ fogleid^ im golgenbcn. SBenn man 
ftd^ aber ftreng ptet einen SSorblidf auf bog golgenbe ju toerfen, 
tpeld^eS in ber Xl^at bem @ei[te ber f^ntl^etifd^en äKetl^obe nid^t 
gemä§ fein ttJürbe, fo erfd^eint biefe ifoUrte Slntoenbung eines 
@a|e§, ber in ber öorliegenben fjigur ttJcnigftenS jel^nmal fic^ 
anttJenben Iä|t, öoHfommen unmotiüirt,) 

4) SRan abbire bie brei gefunbenen ©leid^ungen, woburd^ 
man erhält DAB + EAC+BAC = ABC+ACB + BAC. 

— (^ier l^at ber ©d^üler S5efd^äftigung. Slber ftatt nun bei ber 
93e]^auptung beS @a^eS angelommen ju fein, l^at man ein ganj 
anbereg SRefuItat ju 2;age geförbert, nämlid^ eine 85el^au^)tung 
öon ber ©leid^l^eit jtoeier SBinlelfummen , ftatt ba§ eg um bie 
®rö§e einer SaSinlelfumme fid^ l^anbelte. SBoju biefer ©tationg:^ 
punft?) 

5) aWan tocnbe auf hk erftere jener beiben SBinlelfummen 
ben ©a§ an, ba§ bie ©umme ber SBinfet über einer geraben 
ßinie jwei SRed^te beträgt; nämlic^ DAB-^EAC-^BAC== 231. 

— (®iefer ®a^ erfd^eint wieber atö ein ©riff inS Staue l^inein, 
ttjenn man nämlid^ nod^ nid^t an bie folgenbe Sonclufion benft.) 

6) STOan jiel^e auS ben beiben gefunbenen ©teid^ungen, aU 
5ßrämiffen, bie ßonclufion; nämlic^ ABC+ACB-^ BAC == 
2 8?. — (§ier l^at ber ©dritter toieber S3efc^äftigung, unb gelangt 
bamit jum SRefuItate,) 

2ln ber ffiöibenj biefeS SetoeifeS jweifelt niemanb, S)ie 
SRid^tigfeit beS ©a|eg ift bamit unumftö|Hd^ nad^getoiefen, unb 
fo lange eS nur um biefe fid^ tianbelt (unb bad pflegt in htn 
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matJ^cmatifd^cn ©d^riftcn in ftrengcm ©innc, öon gac^gcIcJirtcn 
für ^aä)QtUf)ttt Bcftimmt, bcr gatt ju fein), fo lange ift bie 
f^ntl^etifd^c SRet^obc Dottlommen in il^rem 9ied^te, Slber ein 
ganj anberer ift ber ©tanb bcr ©ad^e im öorliegenben gaUe, 
tt)o ber Unterrid^t in grage fommt. 2)er obige Settjei^, ben 
id^ l^ier abfid^tlid^ in üottcr ©trenge unb mit SluÄfd^Iie^ung aller 
frembartigen ©lemente f^ntl^etifd^ burd^gefü^rt l^abe, beftel^t au§ 
fed^g ©d^ritten, öon benen jeber für fid^ ööHig unmotiöirt auftritt; 
ber ©d^üler wirb mit öerbunbenen Singen bur^ blefe fed^§ ©d^rittc 
l^inburd^gefül^rt, am ©d^Iuffe wirb il^m bie Sinbe t)on ben Singen 
genommen, er fielet fid^ am 3^^^^^ ^^^^ ^^^ ^^^ jurüdEgetegten 
SBege tt)ci§ er feinerlei SRed^enfd^aft ju geben» ©oU aber nid^t 
üielmel^r bem Unterrid^te bie Slufgabe jufaHen, htm ©d^üler 
biejenige Slnleitung ju geben, vermöge beren er einen Seiocig 
felbft ju finben in ben '©tanb gefe|t werbe? 9?ad^ bem SRufter 
biefeS Seweife^, ber il^n bIo| blinb to^jpen lel^rt, lernt er baS 
gewi§ nid^t. gerner finbet in bem obigen SBeweife breimal, 
nämlid^ in 2), 3) unb 5), eine Berufung auf anbere ©ä|e ftatt, 
unb bamit ift offenbar bem in Siebe ftel^enben ©afee feine f^fte* 
matifd^e ©teile 1^ int er biefen ©a|en angewiefen; aber ba jene 
Söerufungen nirgenb^ motiüirt worben waren, fo jeigt fid^ aud^ 
feine innere Siot^wenbigfeit für biefe ©teHung beg ©a^e^, fonbern 
eg bleibt nod^ immer bie SRögtic^feit offen, ba| ber S5eweiS 
öietteid^t aud^ aug anberen, entWeber mel^r ober weniger 5ßrämiffen 
gefül^rt werben fönne. S)ieg ift nun im allgemeinen wirflid^ ber 
gaQ; nur erfäl^rt ber ©d^üler nid^tg baöon, ba im ©egentl^eil 
ber S3eweig mit ber Slutorität eine§ Dralelfprud^g fid^ il^m auf* 
brängt, unb bamit gel^t il^m bann ein jweite^ l^öd^ft wi^tigeg 
SUbunggelement öertoren, nämlid^ bie öoHenbete geiftige S5eweg* 
lid^feit innerljalb ber ©^Jl^äre ber matl^ematifd^en ©egriffe unb 
bie barauö refultirenbe felbfttl^ätige S3e^errfd^ung beS @toffe8. 



12 

SKun tann man jtüar tool^I al8 jugeftanben anncl^mcn, ba§ 
ni^t leidet irgcnbtüo ein Seigrer in aller Strenge bei feinem 
Unterrid^te ber f^nttietijd^en 2Ket^obe folgen toirb, fo tt)ie biefelbe 
oben in einem Seifpiele bargefteHt ttjorben ift; bie 5Ratur ber fid^ 
l^erbeibrängenben gorbernngen brid^t fid^, üieHeid^t trofe bem 
Seigrer, met)r ober ttjeniger Söal^n; eg ttjerben SSorblidEe anf ba§ 
jn erjielenbe Slefnttat gett?orfen, nm baraug x^xn%^xitx^t für ben 
gortgang be§ SSetoeifeg ju getoinnen: unb biefeS ffil^rt mid^ benn 
öon felbft jnr Erörterung berjenigen ©rgänjung, tt)eld^e ju ber 
f^ntl^etifd^en SDletl^obe l^injutreten mu§, toenn bie öorl^in gerügten 
Uebelftänbe öoHftänbig, ober bod^ beinatie öoUftänbig üerfd^toinben 
foHen» 3d^ bleibe babei nod^ immer bei ber oben gemachten 
SSorau§fe|ung ftetien, ia^ ber Sn^alt be§ @a|e§ t)orIäufig nid^t 
weiter in§ Sluge gefaxt toerben foll, bielmel^r ber @a^ aU ein 
fold^er, um beffen ©rlenntni^ e§ fid^ lol^ne, öon fetbft fd^on 
loerbe fid^ geltenb ju mad^en miffen. @oU nun ber S5ett)ei§ auf 
jebem feiner ©d^ritte aU motiüirt erfd^einen, fo fann bie SKoti* 
öirung nur au§ bem ©a|e felbft, n?eld^er l^ier aU ber SWotiöirung 
nic^t iüeiter bebürftig angenommen toirb, l^erftie^en, unb bamit 
ergiebt fic^, toie befannt, bie Slnal^fi^ be§ Se^rfa^eS aU 
bie gefud^te einer jeben ©^nt^efig beijufügenbe b. i. t)oraufju^ 
fc^idEenbe notl^njenbige Srgänjung. (S§ mu§ alfo bie Sel^auptung 
be§ gegebenen @a|e§ vorläufig aU eine blo^e SRöglid^f eit , atg 
eine §5potl)efc angefel^en, unb unterfud^t »erben, unter tt)elc^cr 
9Sorau§fe|ung biefe SBeJ^aujJtung nur toerbe beftel^en fönnen; e§ 
mu§ loeiter unterfud^t werben, unter weld^er SSoraugfe|ung lieber 
biefe SBorau§fe|ung nur beftel^en fönne, u. f. f., big man burd^ 
biefen 9iegreffu§ entweber bei belannten fd^on bagetoefenen 3;^at* 
fad^en ober, falls man bamit fid^ ni^t berut)igen will, bei ben 
Slgiomen unb 5ßoftulaten ber SBiffenfd^aft felbft anlangt. 5)arau§ 
fann fobann erft rüdfwärtS biejenigc 9tei^e t)on Syllogismen 
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jufammcngeftcllt tocrbcn, tpcld^c bic @^ntt)efi§ au^mad^t ; f ämmtlid^c 
^rdmiffctt biefer ©^UogiSnten erfd^cincn jc^t burd^ bie borouö* 
gegangene STnat^fiS otö öoQftänbig motiöitt. 

9Kan lann nic^t in SlBrebe fteücn, ia^ bie Slufgabc ber 
Slnal^fig, \o toie fie l^ier auSgef^jrod^en morben ift, infofern nod^ 
etwas Unbeftimmteä in fid^ trägt, aU c3 nid^t nur ber 95oraug* 
fe|ungen ju irgenb einer 95el^auptung — fei biefe nun bie 93e=« 
^auptung be§ ©a^eg felbft, ober eine il^r fd^on ate SSorauSfe^ung 
untergelegte 93e]^au^)tung — möglid^er SBeife mel^rere geben fönnte, 
ätoifd^en benen mitl^in bie SBa^I gtoeifell^aft bliebe, fonbern aud^ 
inbcm l^ier gar leine SBcgttjeifung jur Stuffud^ung biefer SBorauS^ 
fe^ungen fid^ ergeben l^at, alfo fd^einbar mieber nur ein ©reifen 
in§ SBIoue l^inein übrig bleibt, mefd^eg eben öermieben toerben 
foßte, aSSaS ba§ ©rftere betrifft, fo toirb offenbar jebe ÜKetirl^eit 
tjon SBoraugfefeungen ju einer unb berfelben 55el^auptung, gioifd^en 
benen bie SBal^t fdjtoanfenb bleibt, eine S^tf^jaltung ber Slnal^fig 
in einer SRel^rl^eit bon Sfnalijfen, unb folglid^ aud^ rüdnjärts 
lüieber eine SJJel^rl^eit öon f^ntl^etifd^en Seioeifen eines unb be§* 
fetten ©a^eg jur gotge fiaben, unb ba^ biefer ^aU in ber 
SWatl^entati! l^äufig öorfommt, ift befannt genug. ÜKan erinnere 
fid^ nur ber ja^Ireid^en Senjeife beS 5ß^tt)agoreifd^en Setirfa^eS 
ober beS @a|eS bom ^Parallelogramm ber ^äfte, ©old^er Qtt^ 
fpaltungen ber Slnat^fiS fönnen natürlid^ in einer unb berfetten 
Unterfud^ung öerfd^iebene nad^ einanber eintreten, unb ber (Sang 
ber Slnat^fiS ift bemnad^ nid^tS weniger als ber Fortbewegung 
in einem gefd^Ioffenen Sanale öergleid^bar, beffen ©nbpunft burd^ 
feinen SlnfangSpunft unabänberlid) gegeben ift, fonbern öielmel^r 
in einem freien ©trome, öon beffen äWünbung man burd^ üer^ 
fd^iebene g^üffe unb üerfd^iebene 85äd^e bis ju ben £Lntütn hinauf* 
fteigen fann, bcrgeftalt ba§ öon jeber biefer Ie|teren wieber eine 
eigene ©^ntl^efiS (b. i, ein eigener ^Beweis) ju ber SKünbung 
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jurüdfü^rt. S)iefcö ©tcid^nift lä^t iwä) fo ttjeit \x6) berfolgeit, 
ba§ man borin fogar ben SBifurcotionen einen ?ßtQ| anweifen 
fönnte; aller Duetten gemeinfamer Ursprung a6er beutet jd^Iiefelid^ 
auf ben otmofpl^ärifcl^en SBaffergel^alt, atö ia^ gemeinfame ?ßrincip 
für atte. 

a33ag ferner ben jttjeiten ?ßunft anlangt, fo l^at man bie 
Eingabe berjenigen ^ülfSmittel, wetd^e ber Sluffud^ung ber SSor^ 
augfe|üngen ju einer öorliegenben SSel^auptung jur SBegtoeifung 
bienen muffen, in ber betreffenben SQäiffenfd^aft jeberjeit felbft ju 
fud^en. 3n ber 2;i^at finb biefe §ülf3mittel in ber Slritl^metif 
fel^r reid^l^altig gegeben, unb jioar nid^t nur filr bie Slnat^fiS 
ber Slufgabe, fonbern aud^, tooüon l^ier junäd^ft bie Siebe ift, 
für bie Slnal^fi^ beg Se^rfafeei^ (bie öon jener fid^ nur in ber 
äußern gorm unterf d^eibet) ; fo reid^l^attig, ba§ fogar ber 9?ame 
„Slnal^fiö" für bie Slritl^metif felbft ober ttjenigften^ für einen 
beträ^tlid^en Sl^eil berfelben ufurpirt worben ift, Sitte Sel^rfä^e 
ber Slritl^meti! werben in ber gorm öon ©leid^ungen an^'' 
gefprod^en ober laffen fid^ wenigftenS auf fold^e jurüdEf fil^ren ; 
biejenigen ©^ttogi^men, au2 benen ein S5ett)ei3 fid^ äufammen»» 
jufe|en l^at, rebuciren fid^ auf ein SRed^nen mit ©leid^ungen 
unb bemnad^ bietet fid^ bie S^l^eorie ber ©leid^ungen als biejenige 
gunbgrube bar, an^ totlä)tx bie aritl^metifd^e Slnat^fi^ i^re 
§ebel l^erbeijul^olen l^at 3n ber ©eometrie — fotoie in ber 
SRed^anif, bie l^ierin mit ber ©eometrie ©d^ritt l^ält — ftel^t 
ber Slnal^fig fein fo auggebel^nteg ^ülf^material ju ©ebote; 
bie Sllten l^aben jtoar ben Slnfang baju gemad^t (j. f8. in ben 
S)atig ©uflib'g), aber feitbem burd^ SBieta unb S)egcarte§ 
bie fogenannte anal^tifd^e ©eometrie, b. i. bie Sel^errfd^ung ber 
©eometrie burd^.ben ©alcül, aufgelommen ift, l^at bei ben 
aWatl^ematifern ate gad^gelel^rten ba^ Sebürfni^ einer rein 
geometrifd^en Slnal^fi^ fi^ mel^r unb mel^r verloren, 3m 3n^ 
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tcreffc ber ^ßäbagogif mufe man biefc^ bcHogen, unb berjcnigcn 
SSeftrcbungcn fi^ freuen, ttjeld^e nenerlid^ mel^rfad^ öon Seiten 
ber ^ßäbogogen jur S33ieberertt)e(fung ber geometrifd^en Slnol^pö 
oufgetaud^t finb.*) 

Um ber SSergleid^ung ttJiHen nel^me id^ benjenigen @a§ 
tüieber auf, beffen f^ntl^etifd^er SBettjei^ oben mitgetl^eilt ttjorben 
ift, nämlid^: rrS)a§ bte SBinIcIfummc im ©reiecf jtDei 
Sted^te beträgt/' unb gebe l^ier eine Slnal^ftg biefeg Sel^r== 
fa^eg nebft ber barau^ fid^ ergebenben ©^ntl^efiS. 

3tnal^fiS» 1) ®a ber @a| eine SSergleid^ung augfprid^t, 
nämlid^ jtoifd^en ber SBinfelfumme im 2)reiedE einerfeits unb 
bem geraben SBinlel (2 91) anbererf eit^ , fo fommt eg tior allen 
S)ingen barauf an, beibe ©lieber biefer SBergleid^ung öor Singen 
ju fteüen. S)ie SBinfetfumme liegt nun fd^on, tpenigften^ in 
il^ren Xl^eilen, in htm gegebenen 2)reiedE ABC öor; ber gerabe 
SBinfel aber toirb l^ergefteüt **) burd^ eine irgenbttjo gejogene 
gerabe Sinie nebft einem in il^r ate ©d^eitelpunft angenommenen 
beliebigen 5ßunfte. 

2) Um nun weiter ju unterfud^en, ob jene brei SJreiedE^^ 
winfel jufammengenommen biefen geraben SBinlel genau auffüllen, 
wirb man biefelben einjeln öon bem geraben SBinfel l^intoegju^ 
nel^men fud^en unb j. SB. mit ABC ben Slnfang mad^en. SWan 



*) S)ie l^ter in 9lcbc fle!^cnbcn ipülf^mittel für bic 3lnlegung ber 9lna* 
l^fis finb t^f meldte iUQkiä) fottlaufenb f^ntl^ettfd^e (Elemente in ben @ang 
ber ^nal^ftg l^ineintragen. SDod^ l^abe id^ barauf in bent f^olgenben nid^t 
nreiter 9lüdfid^t genommen, Dtelmel^, übereinftimmenb mit bem @:pra(i^gebraud^ 
ber aOf^atl^cmatifer, bie öortoaltenb regrefftöc SSemegung ber Unterfud^ung atö 
ben Beftimmenben ßl^araftcr ber Slnal^ft^ feftgel^alten. 

♦*) 2)er gerabe SBinlel !ann aud^, toa^ freilid^ nid^t fo nal^e liegt, al§ 
8nmme ber ^nnentninfel jhiifd^en ^oraMUnien bargeftettt »erben, n^oburd^ 
ber ttjeitere SBerlauf ber Slnal^fiS eine anbcre ©eftaft annel^men toürbe, 
§ier liegt mit!^in in bem oben angezeigten (Sinne bie ä^öglid^Ieit einer 
8erfi)altung ber 3lnal^fig. 
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legt bcöl^olb am einf ad^ften *) ben gerabcn SBinlel fo in bie 
gigur l^tnein, bog fein @d^citclpun!t in Ä unb bcr eine ©dientet 
in AB, folglich ber anbete ©d^enfel in AD, bie 9SerIängermtg 
t)on ^5, fäöt; atöbann erjd^eint BAC al^ ein3;^eit be§ geraben 
SBinlelg -B^D^ unb e§ bleibt bemnad^ ie|t nur nod^ gu unter:= 
jud^en, ob aud^ bcr anberc S^l^eil üon BAD, nämlid^ ber 
?tu§entt)infel CAD, gleid^ ber ©umme ber beiben anberen 
S)reietfgtt)infel ABC unb ACB fei. 

3) Qu bem @nbe legt mannen einen biefer beiben SBinfel, 
j. 95. ACB, \o in CAD l^inein, ba§ ber eine ©d^enlel beffetben 
auf A C**) fäöt, mithin ber anbere ©dientet bie ßinie AE ergiebt. 
Slföbann bleibt nur nod^ gu unterfud^en, ob aud^ EAD=ABC 
fei. 

4) Slber aug ber Sntftel^unggart ber Sinie AE ergiebt fid^ 
fofort (ba l^ier bie 2;^eorie ber ^ßarattellinien ate befannt t)or== 
au§gefe|t toirb), ia^ AE parallel BC ift, loomit fobann bie 
le^te ^rage fid^ bejatienb beantwortet, alfo ber 95ett)ei§ ju 
(Snbe ift. 

♦ SBill man nun ben gefunbenen SBetoei§, ol^ne fRüdtfic^t auf 
ben SBeg, ber ju feiner Sluffinbung fül^rt, in eine bünbige unb 
überfid^tlid^e 3icit)e Don ©^öogi^men jufammenftellen, fo-^r^ält 
man : 

@^ntl^efi§. 9Kan tjerlängere AB über A ^inauö nad^ 
AD (8tnal9fi§ 2), unb jie^e AE parattel mit BC (STnal^fig 4) ; 
bann tt)irb ABC= DAE, ACB == EAC (STnal^fig 3), unb 



*) ^ier ift eine jtoeite Serfpaltung bcr Slnol^fig möglid^; benn loeld^c 
(nid^t fo einfädle) äBenbung bie Unterführung nel^men mügte, »ettn ber oben 
gegebene f^ntl^etifd^e S3emei$ ^um Sl^orfd^ein lotnnten \oü, ha^ toixb ber 
Scfer ol^ne SRül^c erfcnncn. 

**) SBottte man ben SBinfel ACB an AD ftatt AC legen, fo toürbe ber 
fjortgang ber ?lnal^ft8 ol^ne SSergleid^ fc^loieriger werben. $ier liegt eine 
brttte Serf))altung ber ^naü^fx^. 
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fügt man baju bie ibcntifc^c ©(etc^ung BÄC = BAC (Slnat9fig2) 
unb obbirt, fo cr^t man ABC-}- AGB -{-BAC = DAE 
'\-EAC-\'BAC. Slbcr tion bicjcti beiben gleiten SBinfelfumntcn 
mad^t bie Ic|terc, ticrmögc bcr ßonftruction , einen geraben 
SBinfel ober 2 SR an^, folglid^ betrögt and^ bie erftere 2 SR. 



Sig l^iel^er l^abe id^ forttoäl^renb — id^ toieberl^ole eS — 
bie Slnnal^me gemad^t, ba| ber „©afe" an fid^, b. i. rüdffid^tlid^ 
beffcn wag er auSfagt, ber JRed^tfertigung nid^t toeiter bebürfe, 
fonbern öon fclbft fc^on afö ein ©egenftanb be3 Qlntereffe fid^ 
geltenb jn mad^en öerftel^e, nnb man toirb jngeftel^en muffen, 
ba| nnter biefer Slnnal^me Slnol^fi^ nnb ©^ntl^efig in ber öor^ 
ftel^enb angezeigten SJerbinbnng eine öoögültige 9Ketl^obe, aud^ 
feffift für ben Unterrid^t, barbieten, ®efe^t bemnad^, ber Seigrer 
bürfe fd^on an§ irgenb ttjeld^en anberen ©rünben Sntereffe für 
ben ©egenftanb beg Unterrid^tg tioran§fe|en, fo ttjirb für il^n 
bie Slntoenbung jener 9Ketl^obe öollfommen gered^tfertigt fein. 
3n biefem ^aUe befinben fid^ nnn toirflic^ alle mat^ematifd^en 
©d^riftfteüer gegenüber benjenigen gad^genoffen, benen fie il^re 
SntbedEnngen mitt^eilen, nnb man wirb fid^ nic^t mel^r barüber 
ttjnnbern, wenn nid^t nur bie genannte äWet^obe ejclufit) als 
„matl^ematifd^e" SRetl^obe befannt geworben ift, fonbern aud^ 
wenn man gewöl^nltd^, ba eg l^ier SRänner mit SWännern ju 
ti)un l^aben, ber Äürje wegen bie Slnat^fig entweber ganj weg* 
gelaffen, ober boc^ nur furj angebeutet finbet ©inen größeren 
aWi^griff aber fonnte eS nid^t wol^I geben al« ben, biefe 
„matl^ematifd^e" 9Ketl^obe nun au^ oi)ne weitereg (wo^I gar 
glei^faßg mit SBeglaffung ber Slnal^fig) bei unferen ©^mnafial^ 
fd^ütem in 8lnwenbung ju nel^men; benn baSjenige Sntereffc 
am Stt^alt ber @ä|e, auf weld^em aßein bie SRetl^obe mit Srfolg 
weiter bauen lann, barf man bei ©d^ülern biefer Slrt gewi§ 
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nur in ganj ifolirten x^üUtn t)oraudfe|en. „"S&a^ gel^t'd ben 
Klnftigen Snriftcn, Slrjt, S^cologcn, ^ßl^itologcn u, f. ttJ. on, ob 
in einem ©rcied jtoei redete SSäinlel pnb? ©einettoegen fönneng 
fünf unb jtoanjig fein»" Sei was gel^t c3 ben fünftigen 
9Katl^ematif er , ^ßl^^fifer ober led^nifer an? 35enn bie la^Ie 
SSerfid^erung , ba^ er baüon bereinft merbe ©ebroud^ mad^cn 
muffen, erl^ält für bie ©d^üler nid^t el^er SJebeutung ate bis bcr 
SlngenblidE beS (Sebraud^g felbft ^erbeigefommen ift- SKan blidEe 
nur in unfere ©deuten l^inein, fotoeit fie ber genjol^nten SWetl^obe 
fotgen; bie wenigen ©d^üter, ttjeld^e an bem matl^ematifd^en 
Unterrid^t 3ntereffe jeigen, t)aben, fotoeit meine Srfal^rung reid^t, 
biefeS Sntereffe fd^on t)on §aufe mitgebrad^t unb nid^t etnja 
erft in ber ©d^ule unb burd^ bie ©d^ule erl^alten. S)arf man 
bei fotd^er Ol^nmad^t ber ©d^ute fid^ über bie geringen ©rfolge 
beg matl^ematifd^en Unterrid^W nod^ ttjunbern? 

Um bem ©d^üler an irgenb einem Sel^robjecte Sntercffe 
einjuffö^en, ftel^t ber ©d^ule fein anbereS ÜKittel ju ©ebote ate 
eine angemeffene SSel^anblung biefeS Sel^robjecte, unb fie mu§ 
fid^ babei auf ben allgemeinen bibaftifd^en ®runbfa| ftü^en, 
ba| ber ©d^üler ftetg unb überall an bemjjenigen 
Sntereffe nimmt, toa^ er felbft l^eröorbringen lernt. 
S)iefer ©a^, fo eöibent an fid^, ba| er gar feinet SettJcifeS 
bcbürftig ju fein fd^eint (man beobad^te nur bie Snaben in 
il^ren f elbftgetoäl^ften SSefd^äftigungen !), ift freilid^ nod^ f eineSttjegg 
gu einer allgemeinen tl^eoretifd^en, gefd^ttjeige praftifd^en ?Cner* 
fennung gelangt, toaS mid^ jebod^ nid^t l^inbern toirb, barauf 
weiter fortjubauen. 9?un erftredft fid^ bie Anleitung jum ^er*» 
öorbringen unb ©d^affen, toetd^e bem ©d^üler bur^ bie oben 
angejetgte SSerbinbung t)on Slnal^fig unb ©^ntl^efis bargeboten 
wirb, lebiglid^ auf ben „SBeweii^"; ber „©a$" felbft bagegcn 
war gegeben, er lag bor, bet)or unb bamit bie SKetl^obe 
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übcrl^aupt nur jur Slnmcnbung fommcn lonnte; unb mithin 
crl^cbt ftd^ l^ier bic grage naä) einer ju Slnal^fig unb @^ntl^cfi§ 
tlinjutrctenben Srgänjung, ttjelc^e eine fold^e SBe^anblung be§ 
Sel^rftoffeg l^erbeifül^rt, ba§ baburd^.aud^ ber @o^ nic^t met)r 
afö ein ®egebeneg, fonbern aU ein SBerbenbe^, ein ^eröor^ 
jubringenbe^ auftritt. S)ieje ©rgänjung njürbe fobonn genau 
baSjenige fein, ttjag unferen ©d^ulen leiber in ber Siegel fel^It, 
unb burd^ beffen ^erbeijiel^ung erft bie fogenannte „ntat^ematifd^e" 
äWetl^obe fid^ in eine Unterrid^tgmetl^obe t)on öoßer 
päbagogifd^er ®eltung öerttjanbeln würbe. 

S)amit in ber l^ier öorjune^menben (Sntttjicfelung fein 
©prung gefd^el^e, jugleid^ aber aud^ jur Sluffud^ung ber in 
SRebe ftel^enben niet{)obifd^en (Srgäujung fid^ eine SBegtoeifung 
ergebe, möge l^ier bie 5^age tiorantreten: Ob nid^t öießeid^t 
?lnat^fiS unb ©^ntl^efiS, fei eg einjeln ober in it)rcr bigl^erigen 
Ärbinbung, felbft fd^on fo ouf ben matl^ematifd^en ße^rftoff 
angettjanbt njerben fönnen, ba§ auc^ ber „@afe" ats ein SBerben* 
beg unb fraft ber SWetl^obe ^erüorjubringenbe^ erfd^eine? — 
aSag juerft bie Slnal^fig betrifft, fo tiergegentoörtige man fid^ 
ben frül^er angejeigten ®ang berfelben. S)ort mürbe ju einem 
gegebenen ®a|e bie näd^fte SSorauSfefeung aufgefud^t, beren 
SRid^tigfeit aud^ bie feinige jur golge l^aben ttJürbe; biefe ajor:= 
augfe^ung ift aber, für fid^ allein betrad^tet, felbft lieber eine 
Sel^auptung, fotglid^ ein @a^, ber burd^ bie Slnal^fig jum 
Sorfc^cin gefommen ift: unb bamit toäre ba^ ©efud^te fd^on 
gefunben, toenn nur nid^t ha^ Sntereffe an biefem @a|e bag 
Sntereffe an bem gegebenen ©a|e, ber felbft nod^ immer 
unmotiöirt baftel^t, ju feiner not]^tt)enbigen SSorauSfe^ung l^ätte. 
Saffen wir jebod^ biefe« 83ebenfen für einen Slugenblidf auf fid^ 
bcrul^en, fo liegt wenigften« auf ber ^anb, ba§ man ebenfo 
weiter fortfal^ren fönne ; jebe SSoraugfefeung wirb, atö Sel^au^ptung 
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aufgcfo^t, toieber eine SSorou^fe^ung l^eröorrufen, bie mithin 
felbft tt)tebcr ein @a| ift, ttjeld^en ber ©ang bcr Slnal^fig l^er* 
öorgebrad^t ^ot, u. f. f, big jum ©d^Iu§, unb je länger bic 
STnoI^fig ougfäUt nnb je öfter fie fic^ in Slefte unb ^weigc 
jerf paltet, befto größer lüirb bie StuSbeute an @ä|en, weld^e. fic 
barbietet. 2)iefe ©ä|e l^aben freilid^ jo lange nur erft ein 
l^^pottietijd^eg S)afein, afö bie Slnal^fig noc^ ungefc^Ioffen öor:^ 
liegt; aber fobatb bie Slnal^fiS il^ren Slbfd^tu^ gefunben l^at, fo 
finb bafür aud^ aße biefe ©äfee mit @inem ©c^tage beiüicfen, 
unb e§ bebarf ntitl^in für feinen berfelben mel^r einer befonberen 
9lnal^fi§, toeld^e öielmel^r in ber üorigen fd^on afö integrirenber 
%\)t\l entl^alten ift. ®o ttjar in beut oben gegebenen Seifptel 
ju beut @a|e: „3)a§ bie aBinlelfumme im 2)reiedt jtoei Siechte 
beträgt," bie näd^fte SBoraugfe|ung (Slnat^fiS 2) bie: „S)a§ ber 
Slu^entoinfet beg ©reied« gteic^ ber ©umme ber beiben tnnern 
gcgenüberliegenben SBinfel ift/' unb äße üon ba an nad^folgenb» 
©d^ritte ber Slnal^fig fönnen afebann jugteid^ ate bie Stnat^fi^ 
biefe 2 ©a|e§ angefel^cn, unb mitl^in rüdEwärtg ttjieber ju 
einem f^ntl^etifd^en SBetpeife biefeö ©a^eg jufammengefteHt 
ttjerben. Unb fo in aßen gäöen. 

aSitt man öon biefem metl^obifd^en SBerfal^ren jur ^erüor^ 
bringung t)on ©ä^en für ben matiiematifd^en Unterrid^t in 
feiner ©efammtl^eit ®ebrauc^ mad^en, fo ift fofort Mar, ba§ 
man nod^ immer toenigften^ einiger ©ä|e bebarf, für loeld^e 
man iad Sntereffe beS ©d^üIerS auf anberem SaSege ju geioinnen 
n)ei§, um an biefe fobann bie öorl^in bejeid^nete Slnal^fig jur 
©etoinnung neuer ©äfee anlel^nen ju fönnen. ©ä|e jener Slrt 
jtoedCmäfeig augjutoäl^Ien toäre bießeid^t nid^t unmögtid^, ettoa 
burdEi ?lnfnüpfung beg matl^ematifd^en Unterrid^tg an ben pl^^fi^ 
falifd^en, ober tt)ie man fonft loiß; fie müßten toeit genug 
augeinanber liegen, bamit burd& bie Slnal^fi« eine^ jeben üon 
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il^nen ein mögUd^ft gro^e^ @ebtet t)on @ä|en l^erbeigefd^afft 
unb beut ©d^üler atö ein @anje« öorgefül^rt würbe, bergeftalt, 
ba^ jebe eingelne Änal^pg (öerftel^t fi^, mit @infc^Iu§ ber 
l^interl^er onjufägenben ©^ntl^efi^) ein für \\ä) beftel^enbeS nnb 
einen DoQftänbigen SürfnS bilbenbe^ Unterrid^tö ^ $enf nm bar^ 
fteöte.. — 3ci& wälzte olg örifpiel guHib'3 (Elemente, bie fic^, 
xok belannt, ju fol^er ^el^anblnng ganj befonber^ eignen, nnb 
nel^me on, ba§ ba^ erfte Snd^ ber Elemente ote erfte^ Unterrid^tf ^ 
?ßenfum ber ®eometrie foQe ongefel^en ttjerben. 2)en ®d^tn§ 
biefeg Snc|S bilben ber ^ß^tl^agoreifd^e Sel^rfafe (47, @a|) nnb 
feine Umfel^rung (48. @a^), nnb mitl^in l^at im ®eifte ber l^ier 
einjnfd^Iagenben 3Äetl^obe bie erfte Sel^rftnnbe mit ber 
Slugfage beg ^^tl^agoreifd^en Sel^rfafte^ jn beginnen. 
S)ie ©c^üter l^aben öermntl^Iid^ grö^tentl^eite öon biefem Sel^r=^ 
fa|e fd^on gel^ört (benn in ben ©c^nlerinnernngen Slelterer pflegt 
er eine gro^e 9loIIe jn fpielen) nnb fid^ babnrd^ öon feiner 
SBid^tigfeit einen bnnfeln Segriff gebilbet; bergleid^en ©inbrüdte 
mag man öerftärfen, etwa üon ^ß^tl^agorag felbft nnb ber 
geo))ferten ^elatombe erjäl^ten, nnb waiS bergleid^en captationes 
benevolentiae mel^r finb. 2)amit nnn aber and^ ber ©a^ 
öerftanben werbe, bebarf eg einer Sln^einanberlegnng ber in 
il^m entl^altenen begriffe, weld^e anf bie entfpred^enben ©nfli* 
bifd^en Definitionen fül^rt. 3)ieg giebt Sefd^äftignng genng für 
bie jwei ober brei erften Sel^rftnnben ; ift geometrifd^e formen* 
leiere öoranggegangen, fo fommt man öießeid^t fürjer jum Qxdt. 
Die folgenbe Sel^rftnnbe fü^rt (ba na^ ©uflib'g Slnffaffnng 
nnr bag red^twinftige DreiedE atö gegeben, b, % ber ^ß^tl^a^ 
goreifd^e Sel^rfafe nur atö eine SluSfage betreff enb bag red^t^^ 
winftige Dreiedt angefel^en wirb) bie Slufgabe l^erbei, bie 
Duabrate über ben DreiedC^feiten ju jeid^nen (46. ©afe); barin 
aber ftedft fd^on bie gan§e JReil^e ber ©ä|e öon 1 U^ 34, wetd^e 
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fid^ bemnad^ \)m burt^ einen felbftönbigen anat^tifc^en SHegreffuS 
ergeben ntu^. ißac^ (Sriebtgung berfelben tonn erft jn ber 
3flacl^ent)er9lei(i^un9 gefc^tittcn toerbcn, toeld^e mit ber Uebcr- 
legnng anhebt: SS3te e§ lool^I jnge^en fonne, ba^ bog Onabrat 
ber $9potenufe mit einer fo fettjamen S^gur, urie bie Dnabrat« 
fnmme ber Sat^eten (bie ber Qi^n S, mit erfigen 3*9^^ f^** 
mnber, nic^t nnäl^nlid^ fi^^t), ftet^ gleichen glfid^enranm ein« 
fd^Iie^e? 3)a^ l^ier ber ätfycn xovifjH t^nt, jnna^ft an ben 
bdannten Qal)Un 3, 4, 5, ober auc^ 5, 12, 13 u. bgL n)enigfteniS 
bie 3Stögjf,iäßt\t biefer ^öd^engleic^^it um: Singen gn führen, 
mag ^ier nur beiläufig ennä^nt merben. 2)ie regelred^e 9na« 
I^fiö felbfl aber ffi^rt foglei^ ben S5egriff ber äSertDonblnng 
^erbei, unb bamit n^eiter bie Aufgabe, eine gegebene gerablinige 
gignr in ein ^araMogramm ju DernMxnbeln (45. @a|), loorau^ 
burc^ ben 9iegreffuS ber ^nal^fiS toeiter bie @a|e \>m 35 bis 
44 l^ert)orge^en muffen. S)urc^ biefelbe Slufgabe xovcb fobann 
auc^ bie S^^^^S^Q ^^ ^^otenufen-OuabratS in bie befannten 
beiben Steci^tede motit^irt, n>oburc^ bie ^[nal^fiiS, ber je|t ^in« 
rei^be^ SKaterial jur SSerffigung fte^t, enblid^ jum 9[bf^Iuffe 
lommt. S)ie nac^folgenbe @ljnt]^efis re^robucirt nun, reco))itu« 
lirenb, ben Snl^alt be§ erften SSud^ ber Elemente in }toei @a|« 
reiben, t>on benen bie eine bie @ä|e 1 bii^ 34 unb 46, bie 
anbere aber bie @ä|e 35 bis 45 umfaßt, unb tod^ beibe in 
47 unb 48 i^re gemeinfd^aftlic^e StuSmunbnng finben. 

2)em @etmnne gegenüber, n^eld^n nad^ bem £)bigen ein 
Unterrid^tSgang, fo toit \ä) i^n \)\tx ju ftigjiren üerfud^ l^abe, 
bem @d^Ier luirllic^ bietet, n)irb man nic^t uml^in fonnen 
jtoeiertei 93ebenfen jujugeftel^n, loeld^e ben @rfolg eines folc^n 
Unterrichts tokhtx mtffx als jtneifel^aft erfd^inen laffen. S)oS 
erfte ift bie unt)ermeibli(^ fiönge berjenigen 9lei^e, inelc^ ^ier 
ber ©c^fiter in 6inem ^ttfammenfaffen ju bun^taufen unb fid^ 
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ftetö gegctttoärtig ju erl^alten l^at; eine Sänge, ttjcld^c notl^>- 
tpenbig ttjar, »enn ber beabfid^ttgte ®ett)inn überl^oupt möglid^ 
toerben, wenn ber Unterrid^t nid^t lieber in ein Slggregat un* 
motiöirter ©äfec jerfoBen foöte. 3Ran toeife jd^on, weld^e 
Stnftrengnng öon Seiten beS Sel^rerg boju gel^ört, fid^ bie 
fortgefefete Slnfmcrfjamfeit ber ©d^üler ju erl^alten, ttjenn ein 
SBettjeig ober eine Slnflöfnng mel^r afö ben ä^it^^wm einer Sel^r^ 
ftunbe in Slnfprnd^ nimmt; l^ier aber, xoo ein ®a^ vorliegt 
(tt)ie oben ber ^p^tl^agoreijd^e Sel^rfa^), beffen Se»eii5 bie 95e*= 
jd^äftignng eincg ganjen ßurfn^ anSmad^en fotl, tt)o man in 
jleber Sel^rftnnbc öon nenem anf biefen @a| aU ben eigentlid^en 
©egenftanb ber SBetrad^tung aufmerfjam mad^en, nnb uon neuem 
ben. uon ba auilaufenben anal^tijd^en gaben, fo ttjeit berjelbe 
big bal^in uortiegt, abfpinnen mu§, um barauS eine SBegtoeifung 
gur gortfül^rung beffelben }U gett)innen: l^ier wirb man iWotx- 
läfftg, jumal bei 5lnfängern, benen bie @|)pre biefer begriffe 
neu ober toenigften^ nod^ ungewol^nt i[t, fel^r balb erwarten 
muffen, ba§ bie ©d^üter ben immer wad^fenben gaben nid^t 
mel^r feftjul^alten vermögen, mitl^in baS 3ntereffe verlieren unb 
enblid^ — Wo nid^t leibtid^ (benn bagegen l^at man äWittel), fo 
bod^ geiftig — bauon laufen, ^öd^ften^ für reifere ©d^üler, 
bie fd^on an minber umfangreid^en Söetrad^tungen bie entfpred^enbe 
Uebung erlangt l^aben, bürfte man fid^ uon einem fold^en Unter* 
rid^te ®rfoIg öerfipred^en. 8led^net man l^inju bie t)orIäufig 
l^^jotl^ctifd^e ©Eiftenj fämmtlid^er @ä|e, ju benen ber 9?egreffug 
ber vorgenommenen 9lnal^fig ftufenweife filiert, weld^e felbft auf 
hm Seigrer wie ein fortwäl^renb wad^fenber 3)rudE laften muß, 
fo lange, big burd^ ben Slbfd^Iu^ ber 8lnal^fig ber big bal^in 
gteid^fam in ber Suft fd^Webenbe 85au einen fidleren Soben 
gefunben l^at; red^net man ferner l^inju bie vielfach möglid^en 
unb fid^ öon fetbft ^erbeibrftngenben ßerfpaltungen ber Änal^fig, 
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tDcId^e eine gtcid^mäßige SöcrüdEfid^tigung crtpartcn unb mithin 
itn cinfacficn gaben bcr S3ctrac|tung ju einem öertoidEelten 
(äJetoebe öon gäben anf^toeHen mad^en: fo loirb man ol^ne 
^tocifel ber S^^atfad^e, ba§ nod^ niemafö ein fold^cr ®d)ViU 
untetrid^t ertl^eift worben \% iijx öotteg SRed^t jugeftel^en unb 
eben fo toenig jemals einen fotd^en Unterrid^t in ber SKatl^ematif 
forbern, toeld^e 9RitteI fid^ aud^ möd^ten auSbenfen taffen, nm 
für ben jum SluSgangSpunfte bienenben @a| be8 Sntereffe ber 
©d^üler getoife ju fein, 

S§ bleibt nod^ jttjeitenS jn unterfud^en, ob nid^t öieHeid^t 
ber ©^nt^efiS für fid^ genommen, angetoanbt auf ben Qe^ 
fammten mat^ematifd^en Unterrid^töftoff, eine fold^e Seite abju^^ 
gett)innen fei, vermöge bereu aud^ ber „@a|" aU ein (Sut- 
ftel^enbeS nni S33erbenbeg erfd^eine unb fomit bem ©d^üter fid^ 
atg ein ©egenftanb beS Sntereffe barfteKe; unb biefcg toirb 
mid^ ju bem eigentlid^en Qidt biefer Slbl^anblung l^infül^ren. 
3toar jebe ©^ntl^efis tt)eift auf eine vorangegangene Slnal^fiiS 
jurüdE; burd^ toeld^e fämmttid^e ©d^ritte ber ©^ntl^efis erft il^re 
3Rotit)irung erl^alten, unb ba bie Slnal^fig in il^rer SlnttJenbung 
auf bie ©efammtl^eit beS ßel^rftoffs fo eben fd^on öertoorfen 
ttjorbcn ift, fo liegt in ber gorberung einer alleinftel^enben 
©^ntl^efis für ben in SRebe ftel^enben Stotä offenbar etttjag 
Ungereimtes. 3nbeffen tt)enn man toieberum bead^tet, mit »eld^er 
(Sntfc^ieben^eit bie l^errfd^enbe ^rajiS jene ©upUcität ber ^e^ 
trad^tung be§ nämlid^en ObjectS öerfdjmäl^et, wo ber gaben ber 
SBiffenfd^aft juerft anal^tifd^ regreffiö unb ^inter^er nod^ 
f^nt^etifd^ progreffiö burd^taufen ttjerben foü; mit toetd^er @ttt== 
fd^ieben^eit fie im ©egent^eil, mit SluSftogung ber Slnal^fiS, 
an ber ®t)ntl^efi§ aHein feftl^ätt, fo toirb man nid^t um^in 
Wunen bie SSermut^ung ju ^egen, bafe ber 5ßrajiS hierbei üiel* 
leicht ein an fid^ ganj richtiger ®eban!e tjorf^weben möge, ber 
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nur tnüffc au3 feinem 3)unfel ]^crt)orgejoflen unb mit SBetoufetfcin 
tt)citer »erfolgt tuerben, wenn bie babnrd^ mobificirte ©^ntJ^cfi«, 
bie atebann frcilid^ aufl^ören würbe ©^ntl^efig ju fein, ouf ben 
Slamen einer toal^rl^aften unb bered^tigten Untcrrid^tSmetl^obe 
foße Slnfprud^ erl^eben lönnen. 3n ber 2;i^at ift e3 laum anberS. 
SBetrad^tet man nämlid^ bie l^errfd^enben Sel^rbüd^er, foweit 
fie ber f^ntl^etifd^en SRetl^obe folgen, fo mu§ man fid^3 geftel^en, 
ba^ biefelben fd^on mel^r ober weniger ein ^ßrincip jur ®eltung 
gebrad^t l^aben, weld^ei^ bei @uflib nod^ eine t)iel mel^r untere 
georbnete SRotte fpiett; nämlid^ eine Slnorbnung ber ©ä|e nad^ 
aWa^gabc berjenigen ©egenftänbe, weld^e ben Sul^alt 
biefer @ä|e au^mad^en, ®g liegt auf ber ^anb, unb 
felbft ber ©d^ttler giebt e^ ju, ba§ im allgemeinen öon SBrüd^en 
nid^t bie Siebe fein fann, beüor man öon gangen S^W^ gerebet 
l^at; tbtn fo wenig t)om SJieredf, beöor öom S)reiedt bie Siebe 
gcwefen ift; unb wenn man, geftü^t auf biefen ©ebanfen, unter 
ber Ueberfd^rift : „SSom 3)reiedE" äße biejenigen @ä|e guf ammen^^ 
juftetten üerfud^t, wel^e ©igenfd^aften beg S)reiedtg (junäd^ft 
wenigfteng bie ßongruenj ber ©reiedEe) betreffen, fobann folgen 
Iä|t: „SBom SSieredE" u. f. w., fo gel^t man bamit offenbar einen 
©d^ritt über ©ullib l^inaug, bei bem fid^ biefe ©ä^c fel^r jerftreut 
finben. ©efe^t nun aber aud^, ein fold^e^ SSerfal^ren laffe fid^ 
allgemein burd^fül^ren (benn tl^atfäd^Iid^ gefd^iel^t eg nid^t, inbem 
j. 93. bie f^Iäd^enbetrad^tungen bi^ auf btn l^eutigen Xag oom 
^arattetogramm auSgel^en), fo ift wenigften^ ba^ fofort Mar, 
ba^ bamit bem $rinci)) ber f^ntl^etifd^en SRetl^obe noc^ nid^t 
notl^Wenbig irgenb ein Slbbrud^ gefd^iel^t. ®enn e2 ift fd^on 
oben l^eröorgel^oben , wie mannigfaltige 3^^fr^ftungen ber 
SRegreffug ber Slnal^fiiJ erfal^ren lann unb wie mannigfad^e 
SBege ftd^ barau^ wieber umgefel^rt für bie ©^ntl^efi« ergeben, 
fo ba^ mitl^in ber 9Äöglic^feit einer ©^ntl^efis, wetd^e j. 95. 
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atte 2)reiecfdfä|e in einer einjigen ®xvüfpc beifammen liefert, 
t)on t>oxn f)ttdn gar nid^tö im äßege fte^t Seht 9(btt>eid^nng 
t)on Snflib in ber 9[norbnung ber @&|e mad^t nnr anbere S3e^ 
tt>eife für bie in i^rage fomntenben @ä|e nötl^ig, nnb gnr 9uf^ 
fnd^nng fold^r SBetoeije ift feit bem jioeitanfenb)a^rigen ä3efte^en 
ber @eometrie nid^t aQein QÄt genug t)orl^anben gemefen, fonbem 
biefe Qtit anä) ^eigig genug benu|t toorben. 

f^rogt man nad) bem %rAa^ ju folc^er Umorbnnng einer 
fd^on t^or^anbenen @a|rei]^e, fo fann man aU fold^en offenbar 
junä^ft nur ba^ iBeftreben erfennen, baS ju burd^Ianfenbe 
©ebiet burc^ Unterfc^eibung beftimmter ©tufen beg gortfd^ritti? 
me^r, aB eg bei (Sutlib gefc^el^en ift, überftd^tlic^ ju mad^n. 
Snbem man aber }. 85. einem erften äbfd^nitte „S5on SBinleln 
unb ^araQellinien" einen gweiten Äbfd^nitt „SSom ©reierf" 
na^olgen lägt, barauf „SomSSiered" unbenblid^ „SomSSieledf", 
fo enthält ongenfd^einlid^ jeber S3egriff in biefer Steige ein 
Clement mel^r in fid^ aU ber i^m Dorangel^enbe, fo bag fid^ 
mitl^in burd^ bie burd^Iaufene Segriprei^e jugleid^ ein SSerben, 
eine ©enefis l^inbnrd^jiel^t, toelc^e an unb für fid^ Don ber gum 
@runbe liegenben @t)nt^efig t)ol(Iommen unabl^angig ift. f^gt 
man nun toeiter ba^ h\§ f)mf)tt jurädEgelegte @ebiet unter bem 
Segriffe ber »»Songruenj" jufammen, unb jerlegt biefen Segriff 
in bie beiben: „(Sleid^J^eit" unb „Äel^uKc^feit", mit benen man 
bad burc^laufene @ebiet nod^ einmal burd^l&uft, fo liegt aud^ 
in biefer SSegriff greife »ieber ein SBerben unöerfennbar öor; 
benn in ber »©leid^l^eif wirb bie ©eftatt, in ber „Äe^nlic^feit" 
bagegen bie ®röge freigelaffen unb bamit für ba^ frühere (Sine 
ein SRannigfaltigeS an bie ©teile gefe|t. Subeffen trifft biefc 
Setrad^tung immer nur bie Ueberfd^riften, feinedtt)egg aber btn 
dnl^alt ber eingetnen SCbfd^nitte, n)eld^er im ©egentl^eil toieber 
))onflanbig im 3)ienfte ber ©^ntl^efiiS ftel^t; ja man ^at ftc^ in 
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biefcr äbgretijung bcr äbfd^nittc burd^ ein bcr ©^ntlicfig frcnibc« 
$rinci|) obenbrcin nod^ bc8 SSortl^cifö begeben, fömmtlicl^e @ö^e 
eine« unb beffelben äbfd^nitti^ ate ©lieber einer ffir fid^ 
bcftel^enben unb burc^ eine felbftänbige Slnal^fi^ ju begrünbenben 
©qntl^ejt^ barfteöen ju fönnen, »i^ t^ oben mit bem erften 
93ucl§e ©ullibg ju jcigen öerfud^t toorben ift; benn je^t wirb 
immer ein Il^eil biefer ©äfee, toeld^er burd^ bie Ueberfd^rift 
attcrbing^ gered^tfertigt ift, erft an einer fpäteren ©teQe beö 
Sel^rbud^S, ober öielleid^t aud^ (wag ein gel^Ier fein würbe) gar 
nid^t mel^r jnr ^nwenbung lommen, unb eiS gel^ört bemnad^ nur 
nod^ ein Heiner ©d^ritt baju, um nun aud^ bag bie ©^ntl^efi^ 
d&aralterifirenbe Einarbeiten auf einen beftimmten Siclp^^f* 
gänjlid^ faQen ju laffen. 2:räte biefer legtere f^aU wirllid^ ein, 
fo wäre offenbar aud^ an eine bie ©^ntl^efis begrünbenbe Änal^fi« 
beg ganjen Sel^rgebäubei^ nid^t mel^r ju benfen* 

SEBenn ba^jenige ^ilb, weld^e^ id^ l^ier t)on ber Wltf)Xiaijil 
ber befferen unter ben gebräud^lid^en matl^ematifd^n ßel^rbüd^ern 
ju entwerfen öerfud^t l^abe (benn öon ben fc^Ied^teren Derlol^nt 
fid^g überall nid^t ber 3Rü^e ju reben), ein rid^tigeg ift, fo lann 
barüber fein QmVitl beftcl^en, ba| in biefen Sel^rbüd^ern ba^jenige 
©lement, weld^eS oben aU bag notl^wenbigc ©rforbernife einer 
öoHgüItigen Unterrid^tSmetl^obe bargefteHt würbe, fid^ nur erft 
in einer fel^r geringen Slnbeutung öorfinbet» ©3 l^anbelt fid^ 
barum, bem ©d^üter aud^ ben „©a|" ate einen ©egenftanb beS 
Sntereff« t)or juffil^ren ; um biefeg ju erreid^en, foß bie äRetl^obe 
ben ©a| al^ ein SBerbenbeS ober, wa^ baffelbe fagt, burd^ ben 
©d^üler ^eröorjubringenbeg barftellcn; bal^in aber gelangt bie 
öorftel^enbe ®enefi8 ber Ueberfd^riften (wenn id^ fo fagcn barf) 
nid^t im minbeften, inbem fie in ben Dbjecten ftedEen bleibt, 
benen bie äugfagen ber ©fi|e gelten, o^ne bis ju biefen SCuS»» 
fagen fetbft bur^jubringen ; fie leiftet wenig mel^r ate, wie oben 
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angebeutet tourbc, bie' ^crfteßung einer Ueberftd^t über ein 
e^aoi? öon ©ä^en, xotläjt^ bem ©d^ütcr fonft unenttoirrBar 
wäre* Slber bie SBegweifung liegt nal^e, um nun anä) iene 
gorberung ju befricbigen ; man laffe bie Objecte ber SBiffenfd^af t, 
wie öorl^in, werben — a*er man beobad^te fie aud^, be^ 
laufd^e fie gleid^fam in biefem il^ren 833erben; unb 
aHeg, wag fonft in ber gorm ijolirter @ä|e auftritt, wirb babci 
fofort atö @rgcbni§ ber SBeobad^tung fid^ öon fetbft cinfteKcn- 
3n biefem SBerben unb bem gtcid^geitigen Seobad^ten bicfcg 
SBerbeng liegt ba^ 5ßrincip ber genetifd^en SÄetl^obe au«^ 
gefprod^en, weld^e mitl^in, infofern fie bem SRajimum ber 
mögtid^en Slnforberungcn eine ©enttge teiftet, atö bie wallte 
matl^ematifd^e Unterrid^tSmetl^obe ju gelten ein SRed^t l^at, 

Qu einer tieferen (Sinfid^t in ben ®eift ber genetifd^en 
aRetl^obe wirb eine naivere ©rörterung über ben Segriff be^ 
SBerben^ fül^ren, weld^er l^ier biefer SRet^obe jum ®runbe gelegt 
worben ift: benn waS e§ j» S. I^ei^e, ein S3rud^ ober ein 
3)reiedE fotte „werben" unb in biefem SBerben jugleid^ ^beobad^tet" 
werben, ba§ ift öießeid^t nid^t ol^ne weitere^ flar. S)arüber 
j|ebod§ fd^eint e§ nur nötl^ig an S3efanntc§ ju erinnern, ©o 
wenig ba^ 2)reiedE wie ben Srud^ finbet bie SBiffenfc^aft fe^on 
aU ein gertigeg üor, unb fie l^at bemnad^ nid^t nur au^jufagen, 
wag ein 3)reiedf ober ein S5rud^ fei, fonbern eS liegt il^r audf) 
ob, öon ber Sntflel^ung biefer Segriffe ein beutlid^e^ Sewufetfein 
jU befi^n b. 1^. biefetbe an^ bem ber SBiffenfd^aft jum ®runbe 
liegenben ^ßrincip nad^wcifen ju fönnen- SRun aber finb bie 
Slnfanggpunfte ber ©rfenntni^ nid^t einerlei mit bem 
$rinci|) ber SBiffenfd^aft. S)ie ®rfenntni§ ober, toa^ 
]^ier baffelbe fagt, bie ^^^f^^^S iiinimt bie Objecte fo wie il^r 
ber Qn^aü ber (Srfal^rung biefelben barbietet; ber @ang il^rer 
Unterfud^ung ift ber i^auptfad^e nad^ anat^tifd^, uub fie finbet 
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eine treue SRad^al^merin, mit bem einjigen Unterfd^iebe, ba§ ber 
3ufQlI einer ßenlung unterworfen toirb unb erfolglofe aSerfud^e 
QU§gefd^Ioffen bleiben, in bem |)ropäbeutijd§en Unterrid^te.*) 
3ft aber bie Srfenntni^ big ju fotd^er Ueberfid^t beg ©toffeS 
t)orgebrungen, bag fie baSjenige ^incip n^aJ^rjune^men t)ermag, 
ans »eld^em burd^ eine felbftänbige ©ntwidEelung ber gefammte 
Snl^alt ber gewonnenen @rlenntni§ wieber l^ergeleitet werben 
fann, fo ift eine SBiffenfd^aft im ftrengen ©inne biefei^ SBortg 
gewonnen, b. f). eine Summe öon SBiffen, weld^e in jenem 
?ßrincip, infofern fie als Smanation beffelbcn angefel^en werben 
fann, felbft fd^on potentiell entl^alten liegt. S)iefe ffimanation 
ins SBerf ju fe|en^ mad^t baS cigenttid^e ©efd^äft ber genetifd^en 
SÄctl^obe aus, unb bilbet mitl^in ben ©egenftanb berjenigen 
Unterrid^tSftuf e , öon weld^er l^ier bie Siebe ift, nämüd^ ber 
©tufe beS wiffenfd^aftlid^en Unterrichts. Die crfte 
Sebingung jur SRealifirung biefeS Unterrichts ift bemnad^ bie, bo§ 
baS ^rincip ber SBiffenfd^aft uujWeibeutig üorliege. 

ffiS würbe SBcrmeffcnl^eit fein, wenn man bel^au^)ten Woßte, 
bie SOtatl^ematif l^abe bereits biejenige Durd^Bilbung erlangt, 
vermöge bereu il^r 5ßrincip ol^ne weiteres auSgefprod^en werben 
tonne. 3n bem unermc|Iid^en ®cbiete ber Sntegralred^nung 
finbet bis auf ben l^eutigen %aQ , tro| ber unauSgef e^ten $e« 
mül^ungen ber erften SRatl^ematif er , nod^ wenig mel^r ats ein 
blinbeS Uml^ertappen ftatt, jwar burd^ SRegeln geleitet, bie fi^ 
— bie eine l^ier, bie anbere bort öon (Srfolg geigen, aber nod^ 
immer ol^ne SluSfid^t auf ein bie SBiffenfd^aft umfd^tie^enbeS 
gemeinfameS ?ßrincip. Denn wnn man bie ©d^aar öon neuen 
Functionen betrautet, weld^e gleid^fam mit einem SBurfe in 
ber Sntegralred^nung fid^ barbietet, wöl^renb biefe auf bem 



*) 9Wan fel^e l^ictübcr bett unten fotgenbcn brittcn Wrtifet. 
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gctüö^nlidjcn SBegc mit nid^t mcl^r aU brei ßtaffen üon giiuc^ 
tioncn (nämtid^ ben algcbraifd^ctt , bcn logaritl^mifd^en unb ben 
trigonometrijd^en guncttonen ncbft bcn Umfe^rungen biejcr 
beibcn le^tcrn) betreten tt)irb, fo fonn man fid^ be^ ®eban!eng 
nid^t ertoel^ren , al^ ob l^ier in ber Sutegralred^nunfl erft ber 
eigentlid^c §eerb ber 9Ratl^ematif ju fnd^en fei, ju ttjeld^em ber 
gett)ol^nte SBcg bnrd^ Slritl^metif , 8llgebra unb Slnal^fiS nur 
einen engen unb feitwärtg liegcnben Qn^artQ bilbe, 
njäl^renb btn §au:pteingang jur 3^^* ^^^ niemanb 
entbedft l^abe. S)iefe Sluffaffung fann nur benen fremb 
erfd§einen, »eld^e bie Sntegrolred^nung für nid^tg anbereS aK 
ba^ Ie|te ftapitel ber 9RQtl^ematif ju l^alten getool^nt finb, wie 
bie SBrud^red&nung für bag jtt)eite; giebt man il^re aWöglid^feit 
aber ju, fo folgt fogleid^, ba| ein fo unfid^ereS Oebiet jur 3^^ 
nur erft anal^tifd^ (unb f^ntl^etifd^) bel^anbett ttjerbcn fann unb 
mitl^in, ber ^auptfad^e nad^, nod^ nid^tg für bie 3:]^ätigfeit ber 
^äbagogen barbietet. Slel^nlid^eg tritt in anberen ©ebieten ber 
3Ratl^ematiI ein, j. 83. in ber Qaf)Untf)eoxu, toeld^e nod^ immer 
neben ber Sutegratred^nung einen ^auiptgegenftanb ber matl^e^^ 
mattfd^en ^orfd^ung au^mod^t. 8SieI günftiger bagegen geftaltet 
fid^ bie ©ad^e, wenn man auf Slrit^metil unb Oeometrie inner*» 
l^alb ber fogenannten (SIementar =* SRatl^ematif fid^ befd^ränft, too 
bereite ein au^reid^enbeg SRaterial gur Verfügung öorliegt; benn 
mnn gleid^ eS aud^ l^ier nid^t an ©treit fel^It, fo finb bafür bie 
Slnftd^ten fd^on um fo beftimmter unb entfd^iebener au^gebilbet, 
fo ba§ man an jeben matl^ematif^en Seigrer ol^ne SScbenfen bie 
fjorberung fteöen barf, er fenne unb befi^e ein 5ßrinci:p, an^ 
-weld^em er uor feinen ©d^ülern bie SEßiffenfd^aft ju enttoidEcIn 
öerftel^e- SJie Segrünbung unb SJertl^eibigung biefeg $ßrincipi? 
gel^ört aber begreif lid^er SBeife nid^t in bie ©e^ule, fonbern ift 
nur ©ad^e be^jenigen, ber bie SWatl^ematif afö gad^wiffenfd^aft 
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treiben xoxü, unb ergiebt mttl^in ben eigenttid^eu (&f)axaltex be^ 
afobemtfd^cn Untetrid^tg, infofern biefcr ba§ t)on im 
©^mnafien präoccupirte ©ebiet nod^ einmal ju burd^taufen l^at; 
bem ©^m'nafiatfd^üler fott cg nur barauf anfommen, nod^ irgenb 
einem 5ßrinci^) in bie @ac^e eingefül^rt ju werben, wobei e8 
@ad^e beg Sel^rerS bleibt ju entfd^eiben, nad^ toeld^em. — SBer 
^ßl^ilofopl^ie ftubiren »iH um feine SBeltonfd^auung jU ergänjen 
unb abjuruttben, bem mag eine einjige pl^iIofo^)l^ifd^c ©d^ule 
genügen; bem $ßl^itofopl^en öom fjad^ aber liegt e3 ob, biejenige 
(Sd^ule, ber er angeprt, aud^ nad^ äugen ju t)ertreten unb gegen 
bie Singriffe frember, weld^e er be^l^alb fennen mug, jU öer^ 
tl^eibigen. @enau fo ift eg im öorliegcnben ^aUt mit ber 
äl'^atl^emati!. 

S)ie ®nttt)idtelung ber SBiffenfd^aft au« il^rem 5ßrinci|) mad^t, 
»ie fd^on gefagt, bog SBefen ber genetifd^en SRetl^obe au3, unb 
ba über bie Slrt unb SBeife, tt)ie bicfe ©ntwidtelung fid^ in 
@ang ju fe|en l^abe, jene« ?ßrincip felbft ben öoUftänbigen 
?luffd^tu§ geben mu§, fo ift baöon l^icr nid^t weiter ju reben- 
©Ott ic^ aber wenigften« auf ein Seifpiel l^inweifen, fo nenne 
id^ aU ein ganj t)orjügIid^eS, obgteid^ augerl^alb ber 9Ratl^ematif 
ftel^enbe», ^crbartg praltifd^e ?ß]^iIofopl^ie (1808 in 
©öttingen erfd^ienen), ein SBerf weld^eS, neben ber ©d^önl^eit 
feiner ®pxaä)t unb ber @t)iben8 feiner ©runbtegung, bag an^ 
fd^autid^fte SBilb öon bem, wag bie genetifd^e SDletl^obe leiften 
fott, jU geben vermag, ©ofern id^ nämlid^ t)on mir auf anbere 
f daliegen barf ; benn mir ift foId^eS öilb bamate, wo id^ §erbart 
felbft gu pren bag ®lüdt l^atte, in biefem Seifpiele jum erften 
SRale red^t lebenbig öor bie ©eele getreten, — 3)iefem unb 
ä^nlid^en JBeifpielen ju folgen, unb jWar mit befonberer SRüdf*= 
fid^t auf ben Unterrid^t ju folgen, bag ift bie aufgäbe, weld^e 
benjjenigen SBertretern ber SBiff enf d^af t , bie jugleid^ ^äbagogen 



fein tpoüeu, alfo bcn cigcntlid^en gad^tel^rern jotüol)! bcr ®tjm^ 
uafien wie bcr Untucrfttäten ju löfcn obliegt. SRag man mit 
biefem ©efd^äftc bie gorfd^er im ftrengen ©innc biejeS SBortö, 
bie Sor^p^äen bcr SBiff cnf d^aft , nid^t bel^cttigcn; il^ncn bleibt 
billig bcr crftc SRang, inbcm il^rc 3;i^ätigfeit baranf gcrid^tct x% 
ba^ aWatcrial ber SBiffcnfd^aft crft jn erfd^affen, jn crfinbcn 
unb übcrl^anpt nur erft l^injuftcllcn. Sluf ®runb bcr ftatt* 
gcl^abten Sotfd§ung aber folgen in jttjcitcr Sinic toir nad^, um 
bem gewonnenen ©toffe nun oud^ bieienige toiffenfd^aftlid^e fjorm 
JU geben, tocld^c ber eräicl^cnbe, b, ^. jur Silbung anftrebenbe 
Unterrid^t forbert. Unfere ?lufgabc ift eg, auS bem öorliegcnbcn 
SKatcrial burd^ eine rid^tige Äbftraction bie tt)iffcnfd^aftlid^en 
$rinci^)ien l^craugjulöfcn unb an§ ßid^t ju [teilen; unfere Sluf* 
gäbe ift eg ferner, au§ biefen ^rincipien burd^ bcn glu§ ber 
©enefis @a^ um @afe l^erüorf^jringcn ju laffcn, bis bal^in tt)o 
bie ?ßrincipien fclbft bem ©trome ein §alt gebieten; unb toenu 
babei nod^ oon eigentlid&er gorfd^ung bie Siebe fein fann, fo 
wirb biefe nur auf bie (Srgänjung unb SluSfüHung fotd^er Südfen 
fid^ JU bejicl^cn l^abcn, weld^c burd^ bie öorgenommene ®enefi§ 
felbft augenfällig ju Sage getreten finb» ®a§ bei fold^er 93e== 
l^anblung bcr ßl^araltcr bcr SBiffenf d^af t , in ber SKati^ematif 
alfo inSbefonbere bie Strenge, nid^t ücrnad^läffigt toerben barf, 
baS öcrftcl^t fid^ fo fel^r öon fclbft, ba^ jeber SBcrfto^ bagegen 
unfere Scmül^ungen unfel^tbar um il^ren Srebit bringen wirb; 
nid^t minber aber ift aud^ bie ©enefii? öon icber Äünftelei frei 
}u l^altcn, bamit fie nid^t am @nbe gar auf fd§wanlenbercn ©tcljcn 
einl^crfd^reite, als biejenigen finb, um bereu willen bie ©^ntl^cfig 
für bie Qmde beS Unterrid^tg t)erWorfen werben mufetc. 3Kan 
wci§, ba^ fd^on SSerfud^c im ®cifte bcr genetifd^cn äRctl^obc 
gemad^t worben finb, wcld^c aus bem einen ober bem anbern 
®runbe bei bcn ftrengen äRatl^cmatifern fid^ (einer befonberen 
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Sld^tung erfreuen. 9Ran mu^ e§ alfo anber^ unb befjer maäftn, 
um biefen ben SBeifaü ab junötl^ igen, unb crft wenn aud^ 
biefeS gefd^el^en ift, toirb man jagen fönnen, ba§ bte SRatfiematif 
eine ttjal^rl^aft päbagogifd^e ^Bearbeitung erfal^ren l^abe, bie i^r 
gut Qext nod^ ganj entfd^teben abgefprod^en werben mu§. 

3)tc S3ered^tigung beg „©a^eS" war e§, weld^e in golge 
bcr obigen (Sntwicfelungen für bie Qtoedt beg Unterrid^tg bie 
©cnefig ftatt ber @^ntt|efig ju fe^en nötl^igte, unb weld^e 
Stellung nun beut einjelnen @a|e in bem gluffe biefer Oenefig 
jufommt, bag wirb tro^ ber unöoüftänbigen Slnbeutungen, auf 
wctd^e id^ ntid^ l^ier l^abe befd^ränfen muffen, oon felbft Mar 
fein. S)enn eg liegt auf ber ^anb, ba§ man nid)t biefen gfufe 
wie ein ©ontinuum foH öor bem ©d^üler ablaufen laffen; eg 
bcbarf ber ©tufen, weld^e Hein genug finb, bamit fie mit einem 
aStidfe überfd^auet werben fönnen, unb biefe Stufen ehen finb 
bie „@ä|e". Ober um nod^ genauer ju reben, man fann in 
jeber biefer einjelnen ©tufen einen Slnfanggpunft unb einen 
©nbpunft unterf rfjeiben ; ben Slnfanggpunft bilbet eine burd^ ben 
Sauf ber ©enefig l^erbeigefü^rte SBeifung, ba^ biefeg ober jeneg 
gefd^el^en foüe, turj ein tl^eoretifd^eg ^ßroblem*), unb bie 
gefd^e^ene ßöfung liefert, alg ®nb<)unft biefer ©tufe, ben ©a^. 
S)ag „^Problem" erfd^eint bemnad^ l^ler alg bag (grfte unb SSor^^ 
nel^mfte; eg legt bem ©d^üler eine ^Jorberung auf, weld^e berfelbe 
unter Slffiftenj beg ßel^rerg augjufü^ren t|at, unb regt fomit 
unmittelbar bt^ ©d^ülerg ©elbftt^ätigfeit an, ^a ber ganje 
Unterrid£|t befielt l^ienad^ aug einer jufammenfiängenben Äette 



*) S^ unterfd^eibcn öon ben Jpraftifd^en ^Problemen, ju benen 
bie foQenannten Uebung^aufgaben gepren unb beren 5luf(öfung au§ einer 
^Inoi^p unb einer ©^ntl^efiS äufornmengefe^t ift. 2)iefe öon bem Unter* 
rid^te au^juf daliegen, ift nid^t int geringften nteine Slbfid)t; nur [teilen fie 
augerl^alb beS genetifd^en ^ttt)idfelung§ganged. 

3 
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öon t^eorctifd^en Problemen, mlä)t fömmttid^ an^ bcm öoran* 
gcftcüten 5ßrincip bcr SBiffcnfd^aft emanircn, unb bercn Söfung, 
bic gleichfalls in biefem ?ßrincipe fd^on Dorgcjeid^net liegt, ben 
©(i^üler fortlaufenb ju eigenen ^robuctionen, nämlid^ jur ^cr^ 
öorbringung ber (Sä^e Ijinfü^rt ®er „@a^" aber tritt l^ier 
nur aU ber ©nbpunft unb ©dEiIu^ftein einer 93etrad|tung auf, 
unb ia feine ©ntftel^ung probucirenb begleitet tt)orbcn ift, fo 
trägt er fofort ba§ SKerfntal ber ©öibenj in fid^ unb ein be^ 
fonberer S5ett)ei§ erfd^eint üoüfommen überflüffig; ober üielmel^r 
ber 95ett)eig liegt jugleid^ mit bem üoHenbeten ©a^e fd^on öoH^ 
ftänbig t)ox. S)enn ttjenn man jum Slbfd^Iu^, etwa um ber 
Uebung ber ©dritter n^itten, nun btn gewonnenen @a^ für 
fid^ ins Sluge faßt unb nad^ beffen öeioeife fragt, b, 1^. nad^ 
ber Segrünbung auS ben Vorangegangenen ©ä^en, fo l^at man 
jur ©riangung biefeS SBetoeifeS nur nötl^ig ben jurüdfgelegten 
SBeg toieber rüdftoärts ju burd^Iaufen; Slnal^fiS unb ©^ntl^cfiS 
bagegen in il^rer oben angegebenen S5ebeutung fommen innerl^alb 
ber genetifd^en ÜKetl^obe nirgenbs mel^r jur Slntoenbung. S)iefe 
@rfd^einung, ba§ mit bem ©a|e jugleid^ aud^ fd^on fein S3ett)eis 
fertig vorliegt, ift freilid^ eine S^Ö^^^ ^^^ genetifc^en 9Retl^obc, 
von toeldEier man urfprünglid^ nur bie ^erfteüung beS ©a^e§, 
nidf)t aber bie beS SöetoeifeS forberte; inbeffen wer l^ätte fie 
nid^t öorauSfe^en muffen, ba ba^ Sine ol^ne ba§ Slnbere gar nid^t 
geleiftet werben lann, fobalb nämlid^ ber ©a^, wie billig, ju* 
gteid^ aud^ mit bem Slnf^jrud^e auf SBal^rl^eit auftreten foH?*) 



*) @o lüie \)otf)xn tl^eoretifd^e unb ^)ra!tifd^e Slufgabcn, fo fann man 
:^ier aud^ t^eoretifd^e unb pxalti\^t (Söge unterfd^eiben, tueld^e legieren 
gteid^faHS außerl^alS beg genetlfd^en (Snttüidelungggangeg ftel^en unb, in ber 
gorm üon UebungSfögen vorgelegt, einen Söemet^ burd^ 5lnal^fig unb 
@^nt]^eftS crforbern. S5enn bei ber UnöoUfommenl^eit aUeS menfd^Iid^en 
Xl^unS tüirb eg immer ein 9flefibuum öon SBol^rl^eiten geben, toeld^e^ an 
ben ©d^üler ^u bringen nid^t minber »ünfd^engttjer^ erfd^einen möd^te, toenn 
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©oute c^ mir nid^t gelungen fein, l^ier öon bcmjenigcn, 

tüü^ bie genetifd^e SRctl^obe für bcn matJ^emotifd^en Unterrid^t 

ju Ictftcn termag; ein big in bie fleinften S)ctail3 öoüftänbigeö 

93tlb ju geben, fo mu§ id^ bie ©d^ulb l^auptfäc^Iid^ barauf 

fd^ieben, bog bie Slotur bcr ©od^e mir nid^t geftattet ben 

allgemeinen SSctrad^tungen burd^ Seifpiele erWuternb ju $ülfe 

äu fommen. 3ebe§ Seifpiel ttjürbc nur aug bem ®anjen ber 

®cncfi§ unb an^ bem borüber fd^webenben ?ßrinci^) begriffen 

toerben fönnen, unb id^ mu§ begl^alb auf ben nad^folgenben 

jtoeiten Ärtifet bertoeifen, in »elc^em id^ ben SJerfuc^ einer 

©enefig ber ©eometrie, unb jtoar, toie eg um ber SluffteHung 

bcg ^rinci^jg »iKen nötl^ig ift, öon ben erften ©lementen bt^ 

ginnenb, vorlegen toerbe.*) SBenn man aber öon bem f)ier 

gewonnenen ©tanbpunfte au8 nod^ einmal auf benjenigen 6nt== 

n)idelung^gang jurüdblidCt, burd^ toeld^en auS- ber ©^ntl^efiiS bie 

©cncfi^ JU ©tanbe gefommen ift, fo mu§ »enigfteniJ bie fd^on 

oben im borau« angelünbigte Xtiatfad^e fid^ au^er aQcn ä^^^f^t 

geftettt t)aben, ba§ bie ©^nt^efiö, inbem fie bag fie jur ©cnefig 

conftituirenbe ©lement in fid^ aufnal^m, öottftänbig aufgel^ört 

l^at fie fdbft ju fein. S)tc ©enepg alfo ift nid^t mel^r ©^ntl^efig. 

Stoax, xooUtt man etwa ein f^ntl^etifd^eS ßel^rbud^ bornel^men 

unb barin jeben Sel^rfa^ l^inter feinen JBetocig fteßeU; »ol^in 

gleid^ ed auS ber Emanation beS üorangefteKten $nttci))$ ttid^t ergriffen 
toerben !ann. 3)em (Sd^üler toürbe fomtt Bei fortfd^reitenbem Unterrid^t 
forttDöl^enb nid^t nur jur ^nal^ftd beS $robIetnS; fonbern oud^ p ber*> 
jenigen bed Sl^eorem^ bie ertuünfd^te ©etegenl^eit geboten »erben. Uebrigend 
gebenfe id^ biefer ^ralttfd^en @eite beS Unterrid^td, i^on meldtet mel^r ^u 
fagen toäre, l^ier nur im ^orbeigel^en, ba mir 5unöd^ft bie rid^tige Ueber» 
Ueferung bed tl^eoretifd^en SiffenS an ben 8d^üler üor jugdtoeife ber ^örterung 
bebürftig ju fein fd^ien. 

*) (Sinen gleid^en SSerfud^ bietet mein (unt^oKenbet gebliebenes) iBe^rbud^ 
ber ^ritl^metif Dom 3fal§re 1846, toeld^eS inbeffen nod^ nid^t bie ^mä* 
tnägigfte Sform eines 2tfycbnä)i für bie Unterrid^tSftunben erreid^t ^at, 
fonbem mel^r ein ©Aftern ber SDSiffenf(^aft barfteOtt 
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er im ®ei[te ber reinen ©^ntl^efi^ iDirllid^ gel^ört (benn nur 
um ben ^i^^pi^^ft I^^^^ einjcincn Unterfud^ung fd^on im t)orau§ 
crfennen unb an il^n bie Slnal^fiö anfnüpfcn ju fönncu; finbet 
man bie ®ä|e ben 93ett)eifen immer borangefteHt), fo würbe ba§ 
©auje ebenfottjol^l ba§ 3lnfe^en eine§ continuirlid^en ©trome§ 
getüinnen, tt)ie oben bei bem SSerfol^ren ber genetifd^en 9)?ctl^obe, 
unb beibe Ströme tt)ürben obenbrein in S3ejug auf il^rcn 
fad^tid^en Snl^aft üoHftänbig einanber bedfen. Slber ber Strom 
ber ©^nt^efig fü^rt über einen gtül^enben 93oben, tt)o in jebem 
SlugenblidEe bie SBaffer üerfiegen unb in jebem Slugenblirfe ba§ 
gal^rjeug, toeldjeg jum Dcean ftrebt, trodEen liegen tt)ürbe, njenn 
nid^t ein Qn^aü tt)irf(id^ forttoöl^renb, man toei^ nid^t tt)ie, nod^ 
tüol^er, neue 3^Wf^ lierbeifd^affte ; ber ©trom ber ®cnefi§ ba* 
gegen fliegt in einem lül^Ieren 83ette, unb bie nämlid^en SBetten, 
tt)eld§e fd^on an feinem Urfprunge ben Äal^n befpülten, geleiten 
biefen ol^ne Unterbred^ung au^ bi§ jur äRünbung in§ 2Keer. 
Ol^ne S5ilb : bie ©^ntl^efi^ ftrebt nad^ einem QkU^ »eld^eS fie 
fid^ fd^on im tjoraus fcftgefteUt l^at; bie ©enefiS fennt fein 
fotd^eS QxeL S)ie ©^ntl^efig bItdEt t)ortt)ärt§ auf il^r ßiel, unb 
greift überaß l^in nad^ 3ÄitteIn, gteid^üiel »eld^en, um nur biefe§ 
3iel ju errcid^en; bie ©enefig fd^auet rüdElüärtS auf ba§ öoran- 
gefteClte $ßrincip, fie folgt einjig ben S33eijungen biefeg ?ßrincipg, 
unbeforgt, tool^in fi? bamit gelangen toerbe. 3)ie ©tintl^efig ift 
gleid^fam bie fd^olaftifd^e 5ßt)i(ofo^)l^ie, weld^e ö o r aßer ©peculation 
fid^ einen ^i^Ip^nft für il^re ©peculation — feien e§ 5. 95. bie 
©ogmen ber Sird^e — unöerrüdEbar feftfteßt, unb nun lebigfid^ 
JU beffen 9lad^tt)eifung unb Segrünbung aöe ^ülf^mittel ber 
©^jeculation, bie fie auftreiben fann, jurid^tet unb toirfen lägt; 
bie ©enefig gleid^t bagegen ber ttjal^ren 5ß]^i(ofop^ie, ttJeld^e ber 
©üibenj i^rer 8lu§gang§punlte gett)ig ift, unb fidi babei berul^igt 
nur bal^in ju getangen, tool^in biefe fül^ren, unb nur jo njeit. 
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\t)ie biefc führen. 2)ic S^ntl^cfiS i[t ju öcrgleid^en bem ^t\nu 
ti^muS, ober nod^ mel^r bcm öulgärcn SRabifaüSmu^, ber feine 
Sbcen um jeben ?ßrei§, burd^ jebeS SRittel ing fieben einfttl^ren 
toxU, ber mit Sari ^einjen aufruft: „SBäre mit einem ®oIci^* 
fto§ ©ered^tigfeit ju fd^affen, tüir griffen nad^ bem S)old^ ftatt 
nad^ ber geber*'; bie ©enefi^ bagegen ift bie »al^re Sugenb, 
bie feine Qtotdt, Um ^ßläne burc^au^ toill, fonbern für alle§ 
§anbetn fid^ ber alleinigen gül^rung ber fitttid^en Sbeen anüer^^ 
trauet. 2)ie ©^nt^efiS enblid^ — ift im ©runbe eigentlid^ 
yiid)t^, nämlid^ nur ein §albeg, benn erft burd^ ^i^t^itt ber 
Slnat^fi^ tt)irb barauö eine üollftänbige SRet^obe; bie ®enefi§ 
aber ift felbft fd^on eine aWetl^obe. 

3)ie ©enefig ift eben fo tt^enig einerlei mit ber Slnal^fig. 
S)iefe SBerwed^felung tann nur ba eintreten, too man btn Unter* 
fd^ieb jtüifd^cn ben ^rincipien ber SSäiffenfd^aft unb ben Slnfang§* 
punften ber ®rfenntni§, weld^er fe^on oben angezeigt tt)urbe, 
nid^t feftjnl^atten öermag: einen Unterfdjieb, ber freilid^ mit ben 
„angeborenen" gormen ber 3lnfd^auung unb mit bem begriffe 
üon „fd^Iafenben" SSermögen, bie man „mdtn" fönne (einem 
ber finnlofeften ^Begriffe, ben p^ilofopl^ifc^e ©pecutationen jemals 
l^eröorgebradjt l^aben), nid^t ol^ne ßtoang toürbe in (Sinftang 
gebracht werben fönnen. S)ie Slnfang^punfte ber Srfenntni^, 
üon benen bie Slnal^fi^ an^gel^t, n^erbcn burd^ bie Srfal^rung 
bargeboten, unb aU einen fotdjen Slnfang^punft fann man 
immerhin j. 83. bie empirifd^ erfannte 3;^atfad§e be^ $ß^tl^a* 
goreifd&en Sef|rfa^e§ anfe^en, mit toeld^er berjenige anat^tifd^e 
JRegreffuS anl^ebt, loeld^er oben nadt) Slnleitung be§ erften 95ud^§ 
ber ©uMibifd^en ©lemente ffijjirt toorben ift. 3)ie 5ßrincipien 
ber aaStffenfd^aft bagegen, toeld^e für bie Oenefi^ bie Slu^gangS* 
^junfte abgeben, liegen ftet^ fd^on in einem abftracteren ®ebiete; 
bei ber ^lögemeinl^eit b. i. Sn^att^teere ber i^nen intool^nenben 
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Segriffe ift iJ^nen bie unmittelbare ffiöibenj iDefentUd^, unb inbem 
bag ^inabfteigen in ben Umfang biefer ^Begriffe julefet wieber ju 
ber (grfal^rung l^infül^rt, töft bemnad^ bie Ocnefiä bie Slufgabe, 
bie ©rfal^rung, ttjeld^e bie Slnal^fig empirifc^ öorfinbet, aU ein 
fpecutatiö ©rjeugte^ nun aud^ ju begreifen» S)ie Slnal^fig fud^t 
JU ber SBirlung bie Urfad^e, ju ber golge ben ®runb; unb ba 
ber ®runb nur ate ein äJiannigfaftigeg öor ber metapl^^fifd^en 
©peculation feine ®cttung bel^aupten fann*), fo finbet barin aud^ 
bie 3Rannigfaltigfeit in bem anal^tifd^en Sftegreffug feine @r* 
Kärung. S)ie ©enefiS bagegen gel^t öon ber Urfad^e jur SBirfung, 
öon bem ®runbe jur ^otge; unb jn^ar nid^t etn^a bIo§ äufeerttd^, 
fo baj3 fie nur bie logifd^en Söejiel^ungen jur ©prad^c bräd^te, 
toeld^e ben @runb fd^Iiefelid^ jur gO'^S^ geftatten (benn bie§ 
toürbe ia^ ©efd^äft ber ©^nt^efi^ fein), fonbern fie erjcugt 
avi^ bem ©runbe bie golge, bergeftatt, ba§ man bem SBerben 
ber golge auS htm ©runbe jufd^auen, eg beobad^ten lann, 
Äurj, unb um mit njenig SBorten ba§ ©anje ju reca^)itulircn : 
bie Slnal^fi^ öerfä^rt nur regreffiü, ©^ntl^efii^ unb ©enefig 
bagegen öerfal^ren progreffiö, ©obann: bie ©ijnt^efig befi|t 
bag SÄotiü il^reä 5ßrogreffug in bem 3^^^^^^^/ ^^^ ®encfig 
bagegen in bem SluSgangdpunfte ber äSetuegung* 

Sie ©enefig enblid^ — um nun jum ©d^Iu§ nod^ einmal 
auf bie Seite beg Unterrid^tg jurüdfjulommen — rül^mt ftd^ 
nid^t be^ SBorjug^, eine infaUibele äJ^etl^obe ju fein, toeld^e etn^a 
ol^ne S^t'^^^ ^^^ Sel^reri^ ober gar tro| h^m Seigrer jum Qxdt 
fül^rte; fie forbert Sl^ätigleit, fie forbert Slnftrengung, loie nur 
überl^aupt eine SÄetl^obe; aber fie teiftet bafür aud^ ein SBcfent^ 
lid^ed mel^r* @^ gibt, unb id^ ^aht bieS fd^on oben jugeftanben, 
ber glütftid^en Staturen n^irflid^, toeld^e mit fid^erm Xaftc fid^ 



©crBart^S mttapM^, 
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ein ©Aftern öon SRaniercn, in SBel^anblung be« ficl^rftoff« toie 
bcr ©d^filcr, anjueignen »iffcn, unb bamit bie bcften (Srfolgc 
erlangen; aber bergletd^en Siaturen finb feiten, unb mel l^oufiger 
trifft man ben entgegengefe^ten gaH, »o ber Seigrer au« 
metl^obifc^cr Unfenntni§ loeber ben ©toff ju formen, not^ ben 
©d^üter JU gewinnen üerntag, unb enblic^ nad^ üergebKd^em 
aiingcn fid^ ju berjentgen Snboleuj l^inobgebrüdt fie^t, mit 
weld^er baiS Safttl^ier fein 3;agetoerl öoöbringt. Sin biefe Se^rer 
möd^te meine JRebe fic^ »enben, fo wie nid^t minber an biejjenigen 
jilngern Seigrer, toeld^e ber ®efa^r gwor nod^ mel^r ober weniger 
fern finb, aber i^r unter gleichen Umftänben unausbleiblich 
wieber entgegen gelten. (£g wirb i^nen I)ier eine SRetl^obe 
geboten, weld^e ein ©lement, unb jwar ein pc^ft wid^tigeS, mel^r 
in fid^ trägt ate bie bii^l^erige 5ßrajig. SBäl^renb ber ©d^üler 
fonft nur in leibenber Eingebung bie i^m bargebotenen Äennt^* 
niffe aufnimmt, unb biefe i^m mitl^in ein ©leid^güttigeS unb 
S(eu§ereS bleiben, wirb bagegen l^ier unmittelbar unb auS Sinem 
5ßrincip bie ©elbfttl^ätigfeit beS ©c^filerS angeregt, unb aße 
©rfenntnife ergiebt ftc^ nebenbei unb als nid^t auSbleibenbe ^^Ige 
öon fetbft. 3d^ fe|e l^inju, ber ©d^üter lernt gern unb mit ßuft, 
unb er mag, fo lange bie ©pannung ber ftraft öorl^ält, gar 
nid^t§ lieber tl^un al« lernen; benn er ift fetbfttptig, inbem er 
lernt, unb bagu l^at er unmittelbar bie aöerl^öc^fte ßuft.*) ©oQte 
aber fold^e Suft nid)t rüdEwärtS wieber bie gleiche ßuft im ßel^rer 
üujünben? — gerner möd^ten meine SBorte aber aud^ ju ben 
eigentlid^en gad^gelel^rten bringen, wenigftenS benjenigen unter 
il^nen, welche ber bibaftifd^en ^ßrajiS näl^er ftel^en al§ ber 



*) 3^ möd^te gern bie gan^je jweite 3flebe ouS fJic^te'S Sieben ort 
bie beutfd^e Station l^iel^erfegen, auS weld^er hit legten SBorte genommen 
finb. S3eftimmter, fräftiger unb toaf^xn al§ in biefer Siebe fann hit 5lufgabe 
ber ©rjiel^ung nid^t rool^l auSgefprod^en loerben. 
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geleierten ^o^f^^^O/ ^^^ benjelben tu (Srinneruug bringen, tote 
bte bt^^erige gorm ber ntat^cmatifdeen S)arfteQung, weit ol^tte 
SWidfid^t auf ba§ (erneube ©ubject ^ert)orgegangen, barum biefer 
fRüdEfid^t noc^ feine^wegg öon fetbft fd^on ju genügen braucht. 
@^ ift ein 3rrt^um ju glauben, bie aßat^ematif fenne nur eitie 
gornt, fei nur mögtid^ in einer gorni, uämtid^ ber gorm ber 
fogenannten matl^ematifdeen ober Suftibifdjen 3Ret^obc, unb 
biefe gorm fei be^l^atb aud^ bie einjige juläffige 
für ben Unterrirf)t; bteibt ja babei bie SRüdEfid^tnal^nte auf 
ben ternenben @d)ü(er lebigtid^ ber jufäHigen ©efc^idEIid^feit beö 
ßel^rerg anl^eimgeftellt, ber, njenn er nur einiger 3Jia§cn mit 
päbagogifd^em SBiffen au^gerüftet ift, bei ber öorgebtid^en Un^^ 
antaftbarfeit ber mat^ematifd^en äJfetl^obe fid^ unmögtid^ xooi)l 
fügten fann. SSietmel^r biefe Unantaftbarfeit foll (öerftel^t fid^, 
nur für bie ^totdt beg tlnterrid)t§) gebrod^en unb bie SBerüd* 
fid^tigung be§ @c^üler§ fd^on t)on üorn herein in SJetrad^t 
gejogen njerben; aug ben Rauben ber bunfeln unb nid^t ju 
bered^nenben S!raft beS 3^f^ö^ f^ß ^^^ Unterrid^t unter bie 
93otmä§ig!eit einer befonnenen Äunft gebrad^t loerben, bie il^reS 
^ttjedfeS fidler gel^e*); bantit aber tt)irb an^ ber f^ntJ^etifd^en 
SKetl^obe, tt)ie oben gegeigt worben ift, unfel^tbar bie genetifd^e^ 
@S gab eine Qüt — bie gute atte 3^it» ~ ^^ ^^^ '^^P^ 
^ßl^ilolog tbm beöl^alb fc^on für ben beften ße^rer, ttjol^l gar 
für ben beften ©d^ulbirector galt; biefe Qdt ift öorüber. @g 
l^ei^t nid^t mel^r parceque, fonbern quoique; bie SBiffenfd^aft 
ift ^erangettjad^fen , fie nimmt metir at§ einen gangen SKenfd^en 
in Slnfprud^, mtb man lönnte fid^ faft noc^ barüber wunbern, 
ba§ (Sinjetne, ftatt bem SReije nad^jugeben, ber in ber tt^iffen^ 
fd^aftlid^en gorfd^ung liegt, i^re üKufee lieber päbagogifd^en 



*) Sid^tc a. a» 0, 
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©tubien juttjenben — lucnn nid^t and) f)xtxx\i ein eigentl)ümKci^er 
3fteij cntl^altcn xoäxt. gür bic aKat^ematifcr aber fd^eint jene 
Qüt nod^ nic^t ju bcn öcrgangenen ju gehören; öon Sel^rern 
ber aJiatl^ctnatif, gelehrten ipie l^attgclel^rten, »irb nod^ immer 
unfägli^ öiet gefehlt, unb atteä auf SRed^nung ber gepriejenen, 
obtool^t migt)erftanbenen ,,(£t)iben}'' ber äßatl^ematil. 3)arum 
ift e^ brtngenb notl^, \>a^ biejenigen f^ad^gele^rten , benen ed 
um ben Unterrid^t ein ®rn[t ift, lieber ^cate ate morgen ju 
päbagogifd^en unb inilbefonbere pf^c^oCogifd^en @tubien greifen, 
hk Siatur beg lernenben ©eifteS ju erfaffen fuc^en, unb erft 
totnn biefe^ aUfeitig genug gefc^el^en ift, in einer barauf 
gebaueten unb baburd^ gered^tfertigten gorm, ipeld^e unauil* 
bleibtid^ bie genetifd^e SBetl^obe fein tt)irb, itn matl^ematif^en 
Sel^rftoff für bie Qmtde be3 Unterrid^tg neu jufammenftetten. 
2)amit werben fie ber SBelt einen größeren S)ienft ernjeifen aU 
inxd) bag unbanfbare ©efd^äft, 2;ag für Sag planlos ben 
©d^utt ber SBiffenfd^aft au« einem SBinfel in ben anbern ju 
tragen. 
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3hieiter ^xtittL 



SBcnn öieKcid^t bcr Sefcr bcm erftcn Xl^cilc bicfer Slbl^anblung 
ttid)t ol^ttc einigen Söcifaü big ju @nbc gefolgt x% fo l^offe 16) 
iebod^ faum, mir ben gleid^en Seif au aud^ nod^ für ben öor^ 
liegenben jttjeiten Slrtilet ju erl^altcn, ttjeld^er bie Seftimmung 
i)at, bm @ang ber genetifd^en 3Retl^obe an bem Söeif^jiele ber 
ebenen ©eometrie jn erläutern. 2)enn xoa^ iä) f)m geben n)erbe, 
bag gilt aud^ mir nod^ nid^t ate ein gertigeg unb SSoQenbetei^ ; 
unb tt)enngteid^ ic^ Sa^re lang im ®eiftc ber genetifd^en äBetl^obe 
bie ©eometrie bel^anbelt unb barin unterrid^tet l^abe, fo l^at 
bagegen nod^ ftet^ bei jebem neuen Unterrid^t^gange bad bis 
bal^in öor^anbene Softem fid^ mel^r ober minber Slbänberungen 
unterwerfen muffen, um, wie ic^ glaube, ben Slnforberungcn 
ber wal^ren @enefi§ ftet§ nä^er ju fommen, unb fomit ift nid^t 
}U abfeilen, ob nid^t bergleid^en Slbänberungen aud^ in ber 
golge nod^ l^injutreten werben. Snbcffen ba eg für ben augen^ 
Blidftid^en 3^^^ ^"^ ^^ ^^^^ ©rläuterung ber oben auSgefüt^rten 
allgemeinen SBetrad^tungen fid^ l^anbelt, fo gebe id^ getroft wa§ ic^ 
l^abe, auf bie ©efal^r l^in, ba^ barin nod^ SKängel fid^ werben nad^^^ 
weifen laffen. SBar ber ©runbgebanle nur nid^t öerfel^tt, fo wirb 
eine SBcrftänbigung in ben S)etaite l^interl^er nid^t ausbleiben. 
S)ie erfte grage be^ufS SCnlegung ber genetifdtien 3Ret^obe 
ift immer biejenige nad^ bem ^ßrinci^) ber SSSiffenfd^aft, unb 
biefe grage lä^t fid^ immer fofort in bie beiben anberen jer^ 
fällen: SBaS ift gegeben? unb: SSSaS foll mit bem 
@egebenen vorgenommen werben? Seibe gragen aber 
finb für bie ©eometrie ol^ne atte ©d^wierigfeit ju beantworten. 
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3uerft ba^ 6kge6ene. Unter biefer SSejeid^nung tuirb l^ier 
offenbar nid^t baiS ©egebene ber @rfal^rung Derftanben, n^eld^eil 
im @egentl^eit ber Stnal^ftiS jnr 9(nfnilpfnng bienen tuärbe, 
fonbern üielmel^r ein a priori ©egebenei^, bei n^eld^em aU ben 
legten Elementen beiS erfal^rnngiSmä^ig begebenen bie Slnal^fid 
f^IiegU(^ fte^en bleibt nnb auS toddftm bemnac^ räctoärtd 
toieber ba^ erfal^rung^mä^ig (begebene mn^ ^ergeftellt iperben 
fönnen, S)iefe^ a priori ©egebene bitten aber für bie ©eometrie 
nad^ aUgemeinent 3it9cftänbni§ bie fogenannten Stanmgrö^en, 
nämHd^: $ßnnft, Sinie, gläd^e, fiörper. 3)iefe öier 
^Begriffe ftel^en ferner nic^t ettt)a än^erlid^ nnüerbunben neben 
cinanber, fonbern burd^ biefetben jiel^t fid^ fetbft wieber infofern 
ein gemeinfameS S3anb l^inbnrc^, ate man einerfeitg bnrd^ ßn^ 
jiel^ung beS ^egriffeil ber SSetoegnng bie Sinie auiS bem fünfte, 
bie ^läd^e aud ber Sinie, ber Körper and ber ^(äd^e lann 
l^crüorgel^en laffen, anbererfeit« aber bnrd^ SBennfeung bed SBe^^ 
griffet ber ®renje an^ bem Äörper lieber rüdtoärt« jnr gtäd^e, 
and ber ^läd^e jnr fiinie, aui^ ber Sinie jnm fünfte gelangt. 
3)iefe boppelte Äbtt)idEeInng ber nämlichen Söegriffgrei^e verbürgt 
jugteid^ il^re ^bgefc^Ioffen^eit nad^ ber einen n)ie nad^ ber 
anbern ©eite, 

S93ad nnn n?eiter mit biefem begebenen vorgenommen loerben 
foQ, bad tt)irb allgemein burd^ bai^ 993ort Sonftrnction be^ 
jeid^net, b. 1^. man fann bie Slnfgabe ber ®eometrie fo and* 
fpred^en: S)ie gegebenen 8iaumgrö§en in aUt möglid^en SSerbin* 
bnngen jufammeninfteUen, unb nad^jnfel^en, n^eld^e @efe|e fi^ 
babei einfinben. ©d^on bie not^toenbige SRüdtfid^t auf Drbnung 
fo toie auf SSoUftänbigfeit ber Siefultate fd^tie^t oon felbft bie 
gorberung ein, jene Sonftructionen unter ber Seitung öon 
combinatorifd^en ?ßrincipien öor fid^ gelten ju taffen unb bem=« 
nad^ tritt aU bk erfte Aufgabe ber ©eometrie bie Kombination 
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avL^ je jiüeien ber oMgen ©lemcnte t)oran, toorauS jobann mitex 
ber Uebergang ju ben Kombinationen an^ je brei, öier ac. Sle^* 
ntenten fid^ ergeben mu§. 

©ine naivere Setrad^tung jeigt nnn aber fofort bie SRöglid^^^ 
feit, bie Slufgabe ber ©eometrie, unbefd^abet il^rer SSoQftänbigfeit, 
ba^in jn befc^ränfen, bag nion t)on ber oben anfgefteHten Sieil^e 
ber SRaumgrögen bie önfeerften (Snben, nömlid^ 5ßunft unb 
Äörper, fallen läfet. 3)er ^öxptx nämlid^, ttjeld^er feiner 9latur 
na6) nur al§ begrenzter Sörper auftreten fann, ift burd^ bie 
xi)n begrenjenben g^d^en fd^on üoUftänbig beftimmt — njeld^eg 
bei gläd^en rüdfficf)tlid^ ber fie begrenjenben Sinien unb bei 
Sinien rüdfid^tlic^ ber fie begrenjenben ?ßunfte nid^t ber gaU 
ift, — unb mu§ bemnad) mit SRotl^ttJenbigfeit au^ ber SluffteUung 
öon gtäd^en ^ ©onftructionen fid^ t)on felbft ergeben. ®er $ßunft 
aber !ann, combinatorifd^ jujammengefagt mit ber Sinie ober 
ber gläd^e, nur bann in eine SSejiel^ung ju biefer gebracht 
ttjerben, ttienn er in bie Sinie ober bie g(äd^e J^ineinfäHt, tt)eil 
in jebem anberen gaUc jebe SSermittetung unter ben üorl^anbenen 
(SIementen fel^len würbe, fo tange man nämlid^, wie billig, bie 
§erbeijie]^ung eineg jur SSermittelung bienenben neuen @(ement§ 
au^fd^Ue^t; worauf folgt, ba^ ber 5ßun!t ftetg nur aU entl^alten 
in einer Sinie ober einer gtäd^e in geometrifd^e Sonftructionen 
l^ineingejogen werben fann. 9lid^t ebenfo öerl^ält e§ fid^ bagegen 
mit ber Sinie, inbem j. 33. ber Segriff beg ®reiedE§ unb feiner 
brei Seiten (aber nid^t feiner brei SDäinfel) red^t gut fönntc 
ol^ne 3^9^itJi^^^^9^^9 ^^^^^ (Sbene aufgefaßt werben; furj eg 
bleiben für bie Slufgabe ber ©eometrie in il^rer erften unb 
einfad^ften ©eftalt fotgenbe brei ^auptfäUe ftel^en: 

1) Sinie unb Sinie. 

2) Sinie unb gfläc^e, 

3) gtäc^e nnb gläc^e. 
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S33citer faßt nun loicber ouf bcn Scgriff ber Sinic tote 
auf bcnjlcnigen ber ^Jtäd^c bic Untcrfc^cibung jiDifd^cn bcm 
®crabcn unb bcm $h:ummctt. 3)ai8 ©crobc ift ftetö nur ®ineg, 
bo§ firumnte bogegcn jd&Iic^t eine große äRannigfaltigfeit in 
fid), tt)elc|e a priori gor nic^t überfeinen toerben f ann ; obenbrein 
gel)t bie ©eometrie gar nid^t barauf aug, bie SWannigfaltigfeiten 
be§ Ärummen ju erfd^öpfen, unb niemals tt)irb ettoa bie @r^ 
flnbung einer neuen frummen Sinie ober gläd^e on fid^ ofö 
eine SJereid^erung ber ©eometric ju gelten Slnfprud^ mad^en. 
S)arum aber fann beim SJeginn ber ©eometrie bag Ärumme, 
bem ©eraben gegenüber, nur erft negatit) bcfinirt werben; jebe 
pofitioe Definition ttjürbe fd^on biejeS ober jeneg beftimmte 
^umme, unb nid^t mel^r baS Ärumme im allgemeinen jum 
SSorfd^ein fommen laffen; unb be^l^alb barf bie Slufgabe ber 
©eometrie bag Ärumme nid^t fd^on tt)ie ein öor ber ®eometrie 
©egebeneS öoraugfe^en, fonbern e§ ift öielmel^r ju abwarten, 
tüo unb unter weld^en Umftönben ein Srummeg burd^ ben 
fiauf ber geometrifd^en ©enefis fid^ t)on felbft einfteUe. @g 
bleibt mitl^in bie Slufgabe ber ©eometrie auf bag ©crabe, b, ^. 
auf bie Sonftructionen au§ geraben ßinien ober ©eraben unb 
geraben glädjen ober ©benen befd^ränft, unb bie obigen brei 
§au))tfäKe, mit benen aU ben einfad^ften (infofern fie nur jtoei 
©lemente entl^alten) bie ©eometrie ju beginnen l^at, rebuciren 
fid^ auf bie folgenben: 

1) ©erabe unb ©erabe. 

2) ©erabe unb @bene, 

3) (Sbene unb Sbene. 

Sn weld^er SReil^enfoIge man nun biefe brei gäHe ab^anbeln 
woßte, ba§ würbe gleid^gültig fein, wenn fie unabhängig t)on 
einanber eine ©ntwidfelung julie§en, unb ba jebe Kombination 
•aug mel^r aU jwei ©tementen fd^Iießtid^ immer auf Kombina^^ 
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tiouen au§ jttjci (Slcmentcn jurfidgeffil^rt tocrbcn fann, fo toürbc 
unter ber gemad^ten SBorauSfc^ung bic ©comctric in brei Xl^etlc 
jerfaHen; bic ööKig getrennt neben einanber baftänben. ?lber 
e§ ift befannt genug, bo§ bie vorgegebene Unabl^ängigleit in 
aSejug auf feinen jener brei gäUe, gegenüber ben beiben übrigen, 
tt)ir!tid^ ftattfinbct (man erinnere fid^ nur, ba§ fd^on ber erfte 
gaU nid^t in einer Sbene erlebigt toerben !ann), unb e3 toürbe 
bemnad^ fd^einbar nid^t^ anbere^ übrig bleiben ate jene brei 
gäöe jugleid) aujugreifen unb neben einanber ju bel^anbetn- 
?lber bie l^iftorifd^e Sntttjidfelung ber ©eontetrie bietet ein ein^ 
fa^ereS unb baju in öööiger Slnerfennung fid^ befinbenbeg 
§lu8!unf t^mittel , auf beffen Söegrfinbung id^ mid^ be^l^alb l^ier 
nic^t njeiter eintaffen ttjiQ; fie l^ebt nämtid^ unter bem Flamen 
ber 5ßlanimetrie juerft aüe biejenigen Sonftructionen l^erau^, 
tt)eld^e in einer Sbene au^gefül^rt ttjerben fönnen (woburd^ mitl^in 
ber gaQ 3 vorläufig auSgefd^Ioffen bleibt), unb läßt fobann erft 
unter bem Flamen ber Stereometrie bie übrigen Sonftruc* 
tiouen nad^folgen, ttjeld^e nid^t in einer Sbcne ?ßla^ finben. 
2)a bieje Slnorbnung augenfd^einlid^ bag ®efammtgebiet ber 
©eometrie gleid^fattS erfd^ö<)ft unb obenbrein ben Oetoinn 
Qttoöfyct, ba^ nid^t jd^on öon born l^erein eine Serfplitterung 
beg ®nttt)i(felungggangeg eintritt, fo ift fein ©runb baöon 
abjuioeid^en, 3)oc^ foH bamit feineSnjegg bie Sel^au^jtung 
aufgeteilt fein, ba^ nun aud^ ber Unterrid^t in ber 
^Planimetrie bottftänbig abgefd^Ioffen fein muffe, beöor unb 
bamit bie Stereometrie beginnen fönne; öielmel^r laffen fid^ 
bei bem ®ange unfereg ©d^ulunterrid^tg erl^eblid^e ©rünbe 
für bag ©egentl^eil angeben, bie id^ l^ier nid^t ttjieberl^olen 

2)iefe SBetrad^tungen foß ber Seigrer für ftc^ angefteDt l^aben, 
beöor er jum Unterrid^te fd^reitet. 3)cr Unterrid^t felbft abe! 
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beginnt nun bamit, bic Aufgabe ber panimetrie auf folgenbc 
aSetfe augjufpred^cn : 

®egefeen ift eine (£6enc, nebft einer unbegrenzten 
Slnjal^I geraber ßinien, 

Seffirbert tt)irb biefe ®eraben in jener Sbene ju 
alten ntöglid^en SBerbinbungen jufammenjuftellen. 

Site ®rttnbfii^ fielet babei feft, ba^ eine ©erabc, fobalb 
fie nur jttjei ?ßunfte mit ber 6benc gemein l^at, il^rcr 
gangen (Srftredfung nad^ in bie ßbene l^ineinfällt. 

SlIS Orunbferbcrungen treten babei auf: 1) S)urc^ einen 
gegebenen ?ßunft ber (gbenc eine ©erabe in bicfelbe 
l^incinjulegeu; unb: 2) @ine ®erabe innerhalb ber 
(Sbenc um einen beliebig in jener angenommenen 
5ßunft ju breiten. 

hierbei mu§ id^ einen Äugcnblicf ftel^en bleiben. 3c^ fe^e 
öorauS, ba§ man eS mit ©d^ülern ju t^un l^abe, weld^e in ben 
geometrifd^en SSorübungen fd^on mannigfad^ mit geometrifd^en 
(Sonftructionen befd^äftigt getoefen finb, unb biefe ©d^üler rüdE^ 
ftd^tlid^ ber fo eben au^gefJprod^enen Slufgabe ber ?ßlanimetrie 
jum S^S^ftäw^^i^ i^ bringen, ba§ fann feine ©d^toierigfeiten 
l^aben; man toirb nur barauf aufmerffam mad^cn bürfen, ba§ 
ba^jenige, ttjaS il^nen biSl^er nur in einjelnen ^Problemen bärge- 
boten ttjorben ift, je^t in einem jufammenl^ängenben ®nttt)idEeIungS^ 
gange erfd^ö^)fenb foüe jum SSorfd^ein gebrad^t »erben, fjerner 
barf man bie SSorau^fe^ung mad^en, ber ©dritter l^abe bereite 
burd^ feine üorl^ergegangenen SBefd^äftigungen fid^ einen tjoö^ 
fommen Haren (ttjenngleid^ nod^ nid^t, nad^ ber fiantifd^en 
Unterfd^eibung, einen beutlid^en) S3egriff fottjol^l öon einer (£bene 
alg t)on einer geraben Sinie ertt)orben, ober üielmel^r eS toirb 
leidet fein, jeber eintretenbcn S)unlell^eit fofort lieber burd^ 
^inweifung auf bic frumme gtäd^e fo tt)ie bie !rummc Sinie 
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ju ^ütfc }U fommcn; bagegen eine fd^ulgcrcd^tc Definition ift Ijicr 
fcinc^ttjegS ein fo bringenbeg Sebütfnijs^ wie manche Sel^rBüd^er 
möd^ten glauben mad^en. Sefanntlid^ finb alle SScrfud^e jur 
Sluffteüung einer 2)efinition ber geraben Sinie, fo tt)ie bcr 
@bene, bi^ je^t nod^ an ber Eingabe ber differentia specifica 
gefd^eitert, ba über bag genus proximum fein S^^^f^^ fein 
fann; xoa^ man gegeben l^at, ba^ befinirt entoeber idem per 
idem (j. 83. wenn bie gerabe Sinie baburd^ entftanben fein fott, 
ba^ ein ^unft ftetö in ber nänilid^en JRid^tnng, b. i. in ber 
nämlid^en geraben Sinie, fi^ bewegt), ober eg giebt öon bem 
ju befinirenben Objecte nur ein einjelneS äRerfmal an (j. S5. 
wenn man öon ber geraben Sinie auSfagt, fie fei bie fürjefte 
Sntfernung gwifd^en jwei ?ßunlten, ober fie fei burd^ jwei 
fünfte öoUftänbig beftimmt; ober üon ber (Sbene, fie fei biejenige 
^föd^e, in weld^er nad^ allen 9lid^tungen fid^ gerabe Sinien jiel^en 
laffen u. bgl.). 3)ergleid^en mangelhafte ^Definitionen , bie man 
immerl^in bei öorfommenben Oelegenl^eiten fd^on in ben SSor* 
Übungen jur ©prad^e bringen mag, f ollen bagegen au§ einer 
S)arfteIIung ber (Seometrie al§ einer SBiffenfd^aft, fo wie fie l^ier 
beabfid^tigt wirb, öoHftänbig t)erbannt bleiben, unb man fann 
bie fe^r verbreitete Unfitte nid^t l^art genug tabeln, weld^e alles, 
wa§ an 35efinitionen jener Slrt fid^ auftreiben läßt, im Eingänge 
beg Sel^rbud^eil d^aotifd^ bunt burd^ einanber gefteüt bem ©d^üler 
barbietet. aKu§ benn burc^auS oüt^ SSSiffen ol^ne SSarml^erjigfeit 
an ben ©d^üler gebrad^t werben? SBie na^ ©dritter ben 
3Reifter beg ©tilg, fo erfennt man nid^t minber ben SReifter in 
ber äbfaffung eines Sel^rbud^S, freilid^ in etwas anberem ©inne, 
aud^ an bem „was er weife öerfd^weigt.'' 

S)er tl^atjä^lid^e Sßangel einer erfd^öpfenben S)efinition ber 
geraben Sinie wie ber Sbene l^at aber fogleid^ eine l^öd^ft wid^tige 
golge, beren beftimmte 3luffaffung unb Slnerfcnnung für baS 
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SSerftänbni^ bc§ SRad^foIgenbcn öon bcm größten SSdange ift. 
S33cnti nämlid^ bic ©cometric nun wirflid^ baju übergcl^t, bic 
fd^on oben ongejeigten brci mögtid^cn ©ombinotioncn ju jnjcicn 
aug bcn bargebotenen ©lementcn, nämlid^ 1) ©erobe unb (Serabe, 
2) ©crabe unb @6ene, 3) @6cne unb Sbene, l^er jufteHen , fo 
toirb ftc . fid^ aufecr ©tanbe befinben , fämmtlid^e babei ein=' 
tretenben Srfd^einungen au^ ben ©efinitionen bcr geraben Sinie 
unb ber Sbenc ju begrünbcn, tt)eil biefe SJefinitionen eben fel^Ien; 
ein "S^dl biefer Srfd^einungen wirb üieöeid^t atö not^toenbige 
gotge Qnbercr fid^ nod^ttJeifen loffen, aber man ttjirb im SBorau^ 
ertoarten bfirfen, bafe eg ein SRefibuum bon ®rfd^einungen geben 
toitb, toeld^e, inbem fie fi^ auf ben ©egriff ber ©eraben unb 
ber @bene ju berufen fd^einen, toegen mangeinber S)efinition 
biefer ©egriffe feiner tt)eiteren Slad^weifung burdt) fRäfonnement 
fällig finb. 3)iefe (Srfd^einungen mad^en ben ©egen* 
ftanb ber geometrifd^en ©runbfä|e ober Sljiome 
au§, unb e§ ift l^ierin jugleid) ba^ 2RitteI au§gefprod)en, 
fämmttid^e ©runbfä^e ber ©eometrie f^ftematifd), mitl^in ^olU 
ftänbig ju probuciren. S)agegen fobalb bie ©nttoidfelung jU ben 
Kombinationen ju brei unb mel^reren Elementen fortfd^reitet, 
fo ba rf fein neueö 9ljiom mel^r öorfommen; benn ia jebe 
biefer Kombinationen nid^tg ttjeiter ift al§ eine me^rfad^e SBieber^^ 
l^olung öon Kombinationen ju jwei ©tementen, bie Sigenfd^aften 
biefer lefetern aber 6i§ bal^in bereite in ftaren Slulfprüdfjen öoH* 
ftänbig öortiegen, fo mu§ ba§ SRäfonnement a\x6) im ©tanbe 
fein t)on l^ier aug felbftänbig unb ol^ne aQe frembe 93eil^älfe 
aKe in ben Kombinationen jU brei unb mel^r Kiementen ein* 
tretenben Krfd^einungen nad^jutoeifen unb ju begrünben. Kg 
fann t)ieQeid^t bie ^erbeijiel^ung frember §ülfe unter ber gorm 
eineg Sl^iom^ ber Kinfad^l^eit unb Äiirje einer Verleitung 
förbertid^ fein, ttjoju mel^r aU ein Seifpiel fid^ nennen 
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liege *) ; ober bergleid^en ©inmijci^ungeu finb nieinote tiotI|tt)enbig 
unb muffen ferngel^alteu toerbcn, mnn nid^t bie ©eometrie be§ 
Sl^aroftcrg einer felbftänbigen SBiffenfd^aft fofort öerluftig gelten 
foO. 

3)ie fjrage, ttjol^er bie Stfiome il^re SBegrünbung ju nel^men 
l^aben, fü^rt nun fogleid^ ttjeiter ju ber Berül^mtcn „@t)ibenj" 
ber matj^ematifd^en ©runbfäfee; benn eS fd^eint öielfad^ bie 
SÄeinung ju l^errfd^en, man l^abe unter einem ©runbfa^e einen 
@a| j^u tjerftel^en, beffen SRid^tigfeit fo unmittelbar einleud^tenb 
fei, bag er feineg weiteren Settjeifeg bebürfe. SBBäre bieg nämtid^ 
ber %QÜ, fo tt)ürbe e« eine ga^ofe SRenge t)on ®runbfä|en 
geben; benn @ä^e tüie j. 93. ,r@ine Sinie aug ber @<)ifee nad^ 
ber 3Ritte ber ©runblinie einei^ gleid^fd^enfligen 3)reiedfg gejogen 
ftel^t auf ber te^teren red^tn^inftig/' ober „S)ie gegenübertiegenben 
Seiten eineg ?ßaraHeIogrammg finb gteid^ gtoß," unb anbere, 
finb offenbar fo unmittelbar etjibent, ba§ ber Seigrer nid^t feiten 
ben größeren Z^di feiner Slrbeit barauf ju öermenben l^at, 
feinen ©d^ülern nur erft bie 9?ot]^tt)enbigfeit eine^ 95etoeife§ 
begreiflid^ ju mad^en. 9Kan barf ol^ne Uebertreibung bel^aupten, 
bag berjenigc Seigrer ben Qwd be^ mat^ematifd^en Unterrichts 
gänjlid^ Derfennen würbe, ber bei bem SBeweife berartiger ©ä^e 
etwo barauf auSgel^en woQte, btn @d^üler erft burd^ ben SBeweiS 
jur (Sinfid^t in bie SRid^tigfeit beS @a|eg ju fül^ren. SSietmel^r 
fommt ^ier aöeg auf bie %xi unb SDäeife an, bie ©rfenntnils t)on 



*) 9Benn mou j. 93., tute l^öufig gefd^iel^t, ben @a| : „S)ie gerabe Sinie 
ift ber fürjcftc 8ßeg atoifd^en jwei «ßunften," otö ©runbfafe l^inftellt, fo 
folgt beraub fel^r einfad^ hit befannte Sigenfd^aft be^ ^reiedg, ha^ bie 
Summe jweier Seiten eine§ Xreiedg ftet^ größer ift qB bie britte Seite. 
Slber in ber Qulaffung jenes Sa^eS als eines ©runbfa^eS wirb boS ©efej 
ber S<)arfamfeit berieft, toeld^eS bei ber Slufftettung ber ©runbfäje maß* 
gebenb fein foU; benn ber Sa^ lägt fid^ betoeifen, obtool^I in t^oHer Mgemein« 
l^ett erft auf einer \p&Uxtn Stufe ber ©eometrie. 
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SSal^r^eiteu auf bie @rtenntnig anbetet, Dotaitgegangenet ä93a^t^ 
l^eiten jutücfjufül^ten unb butd^ biefe ju begtünben, ipobei man 
mithin jd^liegltd^ einmal bei @ä|en n?itb ^alt ju mad^en l^aben, 
XDÜ^t, tomn nid^t ein regressuB in infinitum jum SSotfd^ein 
lommen \oü, aU bet Segtünbunfl ni^t weitet bebütfti^ muffen 
angenommen n^etben. @in ®tunbfa| ift bemnad^ lebiglid^ ein 
@a|, ben man ate ÄuSgang^punft füt eine Steige öon 83e== 
ttad^tungen toiHfütlid^ jum (Stunbe legt (ballet bet Siame), 
ol^ne nad^ feinet SBegtünbung mittx ju ftogen; ben man alfo 
nid^t betoeift, njeil et in bet SfJei^e bet ©äfee bet etfte feinet 
2ltt ift unb mitl&in üotangegangene ©ä|e, auf bie bet SöetoeiS 
not]^n)enbig fid) tonxbt ju bejiel^en l^aben^ feilten; mit beffen 
SRid^tigfeit obet Untid^tigleit bemnad^ bog ganje Softem bet 
haxan^ gefotgetten ®ä|e jugleid^ ftel^t obet fäüt. dagegen bie 
©öibenj ift niemals ein notl^njenbige^ unb utfptünglid^cg ?ßtöbifat 
cineg ©tunbfafeeg. ©o ift j* S. ba^ ©efefe bet Stägl^eit füt 
bie aWed^anif ein ®tunbfa| im üoüen ©inne beg SBott^, unb 
atte batauf fid^ bafitenben ©ä|e bet aWed^anil gelten nut untet 
bet SJotauöfe^ung biefe^ 65tunbfa^e§, bem nod^ niemanb l^at 
unmittettate (Söibeuj jufpted^en ttJoUen; fo ift fctnet ba§ 
betül^mte 11. Sljiom ©uflibg öon bet unmittelbatcn ^\)ibtni 
öiel toeitet entfetnt al^ bie beiben üotl^in beif^)ielgtüeife ange^ 
fül^tten geomettifd^cn ße^tfä|e, unb fo l^at man benn aud^ in 
bet Xl^at ben SSetfud^ gemad^t nadijufel^en, ttjie bie ©eomettie 
untet bet SSotau^fefeung bet Untic^tigfeit jene§ ®tunbfa|eg fid^ 
geftalten muffe, wobutd^ jugleic^ inbitect bie Unftatt^aftigteit, 
jenen (Stunbfafe füt eöibent auszugeben, il^te S3eftätigung 
finbet. 

(£g mu§ l^ietaug jut ©enüge f(at gettjotben fein, ba§ innet^ 
l^alb bet SBiffenfd^aft nad^ bet SRid^tigfeit obet Untid^tigfeit 
il^tet ©tunbfä^e, unb folgtid^ aud^ nad^ bet @t)ibenä betfelben, 

4* 
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niemate fjragc fein fann, weld^c Sbibens üielme^r allein auf 
bie golgerid^tigleit ber ©d^lüfje fid^ ju bejie^en l^at; bogegen 
erl^ebt biefe groge fid^ fofort ha, tt)0 e^ nnt bie 2lntt)enbung 
ber aSiffenfd^aft anf itgenb ein concreteg ©rfd^einungSgebiet fid^ 
l^anbelt, ^nb öon bem ©tanbpunfte ber Slnttjenbnngen betracf)tet 
erfd^eint jeber ©runbfafe ber SSSiffenfd^aft nur tt)ie eine ^^potftcfe, 
beren 3"^äfP9'f^^* f^^ ^^^ einjetnen concreten ^JaH jebegmal erft 
nod^ in groge fommt. SlHerbingS ift bie ©peculationSluft nic^t 
fo groß, baß etoa jemanb im ©ruft einen entfd^ieben unrid^tigen 
@a| jum (Srunbfa^e b. ^, jum SluSgang^punft für eine baran 
JU fnüpfenbe Ä'ette öon Folgerungen xo'di)Un, unb biefe fobann 
für eine SDäiffenfd^aft ausgeben möd^te; barauS aber folgt nid^tg 
toeiter, als ba| bie JRüdfic^tnal^me auf bie Slntoenbbarleit einer 
SBiffenfd^aft bie gorberung einfd^ließt, bie äBiffenfd^aft l^abe Ui 
ber SluffteHung il^rer ©runbfä^e jeberjeit jugleid^ in bie Sphäre 
i^rer Slntt^enbungen einen SSlidE ju werfen, um biefen gemäß 
il^re Hjiome ju bilben, SSon einer fogenannten inneren 2ln=^ 
fd^auung bagegen, tt)eld^e ber ©öibenj ber matl^ematifd^en Slgiome 
unmittelbar gett)iß ju fein öorgiebt, geftel^e id^ feinen begriff ju 
l^aben, ober üietmel^r id^ lann barin nur ein SBort erfennen, 
loetd^eS bag in SRebe ftel^enbe Problem, ftatt e§ ju erftären, 
tjielmel^r jubedEt. Umgefel^rt aber loirb man bei jeber beftimmten 
Stnloenbung irgenb einer abftracten SBiffenfd^aft immer juüor 
nad^jufel^en l^aben, ob aud^ alle ®runbfä|e biefer SQSiffenfd^aft 
in bem üorliegenben ©rfd^einungSgebiete fid^ beftätigt finben, 
ttjeil nid^t el^er öon einer SlnttJenbung ttjirflid^ bie SRebe fein 
fann; unb überl^aupt ujirb bie SlnwenbungSfpl^äre irgenb einer 
äBiffenfd^aft ftetS nur fo tt)eit reid^en, tt)ie Srfd^einungSgcbiete 
fid^ nad^njeifen laffen, in benen bie ®runbfä|e biefer SBiffenfd^aft 
fid^ beftätigt finben. @g ift eine übereilte unb burd^ ©c^ulb 
ber t)orgebtid^en innern Slnfd^auung ju 2;age gef örberte Sel^auptung, 
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bic SRatl^ematif fei einer angemeinen ^Tntoenbung auf ©rö^eit 
fällig; eine $Be]^au))tung, toeld^e niemoU anbtx^ aU burd^ eine 
unt)oQftänbige Stibuction nad^gewiefen toerben fann, ber mitl^in 
äur ©rlangung üoßftänbiger ®ett)i§5^it noä) immer ein SRefibuum 
gu tofinfd^en übrig bleibt. 9Man lönnte fogar beftimmte %f)aU 
fod^cn anffil^ren, welche gegen eine ollgemeine ÄntoenbbarWt 
ber SRatl^ematif fpred^en. 3)ie Slritl^metif j. 95. berul^et, wie 
id) Hvd) mein Sel^rbud^ ber Slritl^metif ju jeigen t)erfud^t l^abe, 
auf bem einzigen ®runbfa^e, ba§ bie Crbnung ber 2;i^eile einer 
©umme auf bie Summe fetbft ol^ne @inf{u§ ift. S5enft man 
fid^ nun eine Unterfud^ung betrcffenb bie Äugel, tpoju id^ jur 
gijirung ber 93egriffe bie (Srbfugel tüäl^Ien tt)iQ, fo angelegt, 
ia^ bei ber Söeftimmung ber geograpl^ifd^en ^ßofition ber Certcr 
ber Srboberpd^e Sängengrabe unb 93reitengrabe ftetg in eine 
unb bie nämli^e ©umme l^ineingel^en , fo wirb offenbar t)on 
bem gegebenen SRuQpunftc au^ burd^ Slneinanberrei^ung gegebener 
Sängen- unb öreitengrabe immer einerlei ^unft ber Oberpd^e 
erreid^t, in wetd^er Orbnung man aud^ biefcg STneinanberreil^en 
fi^^fül^ren mag; b. 1^. c3 ift l^infic^tlid^ be^ feftjulegenben 
^unfte§ gleid^gültig , ob man juerft fämmtlid^e Sängen* unb 
bann bie Sreitengrabe, ober juerft fämmtlid^e a3reiten*= unb bann 
bie Sängengrabe, ober juerft nur einen Il^eil ber Sängen*^ ober 
SBreitengrabe 2C. :c. fe|t, womit nur ber 3Beg, atfo ber ®ang 
ber Operation iebe^mat ein anberer wirb, ba§ Siefuttat aber 
baffelbe bleibt. '^üf)xi man bagegen ftatt ber @rabe SReiten 
qI§ Sinl^eiten ein, nämlid^ fowol^t SWeilen ber Sänge ate ÜKeilen 
ber 93reite, fo ^ört jene ^^bentitöt be§ 9?efuttat§ bei geänberter 
Orbnung ber 3;]^eite fofort auf, inbem nur uo^ ein ^ßaraöelfreig 
be^ SlequatorS at§ geometrifd^er Ort be^ feftjulegenben ?ßunfte^ 
fid^ uad^weifen (ö^t; mitljin ift l^ier ba§ oben au^gefprod^ene 
^rjiom ber ?lritl)metif öerle^t, unb folglid^ fann auf Unter« 
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fud^ungcn bicfer ?Crt bic tJ^atjäd^ttd^ öor^anbenc 3frtt^metif ntd^t 
angetoanbt tncrbcn. Sicbl^abcr bcr inneren Stnjd^anung mögen 
feigen, ttiie fie biefen fJaH nad^ il^rer SBeife fid^ jn beuten 
l^oben. 

^d) feiere ju ben ©runbfft^en ber ©eometrie jurücf- 06=^ 
gleid^ nämlid^ in ber Il^ot jebc SSSiffenjd^aft nur ©inen @runbfa| 
entl^atten fottte, tt)eld^er, infofern er in ber Äette ber @nttt)idPe=» 
tungen ben ?lnfang8punft bilbet, einer SWad^weifung unb SBe* 
grünbung innerl^alb ber SBiffenfd^oft felbft nid^t weiter fällig 
fein fann*), fo l^ot fid^ bennodi fd^on oben ber @runb gejeigt, 
nje^l^alb man in ber Oeometrie fd^on im SJorau^ mel^r atö einen 
®runbfo^ erwarten barf- 5)iefer ®runb beftanb in bem SRangel 
einer Definition ber geraben Sinie fo tt)ie ber Sbene, unb man 
fann gerobeju bel^aupten, ba§ biefer ÜKangel eben burd^ jene 
®runbfä|e tt^ieber aui^gegtid^en ttjirb, foba|inbem3nbegriffc 
ber geometrifd^en ©runbfä^e, jttjar nid^t ber fjorm, 
aber bem SBefen nad^, bie Definitionen ber geraben 
ßinie unb ber Sbene fcIbft entl^alten finb. fjerner 
l^at fid^ oben ergeben, ba§ bie ©runbfä^e ber ©eometrie t)ag== 
ftänbig muffen oufgefunben werben fönnen, wenn man nur bie 
binären Kombinationen au^ ben (SIementen: „®erabe'' unb 
„Sbene", erfd^öpfenb burd^gel^t, ba alle Kombinationen ju brei 
unb mel^r SIementen immer wieber auf jene fid^ muffen jurüdf:^ 
filieren laffen. Sni^befonbere liefert bie erfte ©ombination^form, 
®erabe unb ®erabe, jwei ®runbfä^e, welche weiter unten werben 
entwidfelt werben; benn ba§ bei berjenigen Sage jweier ®eraben 



*) Ob ed eine ^iffenfc^aft ol^ne ©runbfag geben {5nne, in toeld^er 
mithin ber ^nfangSfa^ in ber ^ette ber Sntn^icielungen allein au^ bem 
93 e griffe beffen, »aS bcr aSiffenfd^aft gcgebc« ift, müßte bemonftrirt 
»erben tonnen, bad laffe \d) l^ier füglid^ unerörtert, obfd^on (Srl^eblid^ed ftc^ 
bagegen einn)enben liege, ^ie $l^i(ofopl^ie freitid^ mad^t ^nf^nrud^ barauf, 
eine fold^e SBiffenfd^aft p fein. 
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im SRaumc, tpo biejel6cn cinanbcr tücbct paraüel finb nod) 
burd^jd^neiben , fein neuer ®runbfafe mel^r Ijinjutritt, baran 
braud^e id^ ^ier nur wie an eine bclanntc Il^atfad^e ju erinnern, 
©in britter (Srunbfa^ fteUt fic^ ein bei ber ßombinationi^f orm : 
©crabe unb @6ene; berfelbe mn^it fc$on oben bei ÄuffteUung 
ber Slufgabe ber 5ßtonimetrie furj angezeigt ttjerben, ttjeil auf 
il^m erft bie äRöglic^feit ber Planimetrie berul^t. ©n vierter 
©runbfa^ enblid^ ergiebt fid^ au^ ber Sombinationgform : &)^m 
unb @bcne, unb id^ wiß benfelben, obgleid^ er meinem gegen=» 
wärtigen Qmd^ fern liegt, bennodfi l^ier anfül^ren, weil id^ i^n 
burd^fd^nitttid^ in ben geometrif^en Sel^rbüd^ern öermifet l^abe. 
@r lautet: „SSSenn gmei Sbenen ol^ne jufammenäufatten einen 
^unft mit einanber gemein l^aben, jo gel^ört i^nen immer aud^ 
eine burd^ biefen 5ßunft gelienbe Sinie gemeinfam an.'' (3)a§ 
biefe Sinie übcrbieS eine gerabe Sinie fein muß, tä§t fid^ tiinter-- 
l^er fel^r leidet nad^weifen.) — 3luf biefen l^ier nur l^iftorifd^ 
aufgcjä^Iten Dier ©runbfä^en beruhet bemnad| bie gejammte 
©eometrie. Ob bie Qai)i biefer ©runbfö^e fid^ nic^t nod^ öer* 
ringern laffc, ba^ fönnte man t)icHeidt|t jum ©egenftanbe einer 
Streitfrage mad^en, bie id^ inbeffen für meine ^ßerfon bereite 
atg entfd^ieben betrad^ten mu§. 

SSlaä) biefen SSorbemerfungen wenbe id^ mid^ nun ju ber 
©ad^e felbft, nämlid^ ber genetijd^en ©ntmidfelung ber Slnfönge 
ber Planimetrie, folgenb ben SBeifungen be§ oben au^gefprod^enen 
^rincipg berfelben. Um babei fjiguren entbelirtid^ ju mad^en, 
werbe id^ mit Ä, B, C 2c. unbegrenjte ®erabe, fo wie mit 
AB, ÄC :c. bie S)urdE)fc^nitt^pun!te biefer ©eraben, ober aud^, 
je nad^ 83ebürfni§, bie üon ilinen eingefdEjIoffenen SBinfel be* 
jeid^nen. S)a id^ l^ier nid^t für Slnfänger fd^reibe, fo l^offe idö 
bie bei fold^er SSejeid^nung fonft leidjt möglid^cn ^unfetl^eiten 
fd^on t)ermeiben ju fönnen. 
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I. 3^^i ^erabe in eitter @Bene. 

1. ®a§ man in eine gegebene @6ene ftetg eine gerabe Siiiic 
l^ineinlegen , unb ba§ man bieje in i^r beliebig breiten fönne, 
baöon ift bereite oben ©rttiäl^nnng gefd^el^en, nnb auf biefe 
beiben Orunboperationen * muffen aud^ fpäterl^in alle äufammen- 
gefegten ßonftructioncn ber ©eometrie jurüdffül^rbar fein. S3eibe 
Operationen für fid^ aüein aber (ju beren JRealijtrung im 
finnlid^en JRaume, tt)ie befannt, ba§ Sineal unb ber ßirfel 
bienen) bieten für bie panimetrie nod^ feinen ©toff jur a3e=^ 
trad^tung bar; öielmel^r mu^ minbeften^ nod^ eine jmeite gerabe 
ßinie i^injugejogen werben, bamit ^Relationen unter Sinien jum 
SSorfd^ein fommen fönnen. 

@inb nun A unb B jtt)ei gegebene ©erabe, weld^e in bie 
gegebene (Sbent l^ineingelegt unb bafelbft in allen mögüd^cn 
^Relationen unterfud^t toerben fotten, fo mirb eiS ber Slttgemeinl^cit 
ber Unterfud^ung nid^t fd^aben, njenn man bie eine ber beiben 
@eraben, Ä, afö feftliegenb betrad^tet unb nur bie anbere, B, 
vermöge ber angegebenen beiben ©runboperationen in aUe möglid^cn 
Sagenänberungen ju bringen fud^t. Um ferner öon einem be* 
ftimmten unb jeberjeit leidet J^eräufteQenben gatte auSjugel^en, 
lege man B burd^ einen nad^ SBiHfür gemäl^Iten $ßunft ber 
®eraben Ä. 9Ran fagt in biefem S^Qe, bie beiben ©erabcn 
Ä unb B burd^fd^neiben einanber; ben $ßunft AB nennt 
man il^ren 3)urc^fd^nitt§punft. 

Slnfänger finb »ieberl^olt barauf oufmerffam ju machen, 
bafe bie geraben Sinien l^ier ftetS aU unbegrenjt gebadet mcrben 
muffen; benn für jebe beftimmte öegrenjung müßte juöor ein 
@runb fid^ eingefunben l^aben. 3n bem l^ter öorliegenben galle 
be§ ©urd^fc^neiben^ jerfaüen aber bie beiben unbegreujten 
©eraben in t)ier einf eitig * unbegren jte ©erabe, ober in öier t)on 
bem fünfte AB au^gel^enbe ©tral^ten, t)on benen jttjei unb jttjei 



j 
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fid^ tütebcr ju einer DoUftäitbig unbegrcnjten ©etaben jufammcU' 
jc|en, 

2. Unter ben mannigfaltigen Sagen, weldje bie ®crabe B 
gegen bie ©erabe A annel^men fann, öerbient nun ä"^^!**) ^i^ 
@rup))e berjienigen betrad^tet jU toerben, welche bei ungeänberter 
Sage bei^ 33urc^jcl^nitt3))unfte3 AB ftattfinben. äRan n)irb 
bemnad^ bie ®erabe B um biefen 2)urc^{d^nittiSpunft ju bre^en, 
unb nac^jufel^en l^aben, tuai^ fic^ babei einfteUt. 

2)a man bei biefer ©rel^ung bie ganje ®erabe B, toeil fie 
unbegrenjt ift, nid^t im SKuge behalten fann, fo ad^te man tjor* 
läufig auf einen einjetnen öon AB öerfd^iebenen ^unft berfelben. 
Sitebann ergibt fic^ fogleic^ bei ber Verfolgung be^ SBegeg, 
njetd^en biefer ^unft nimmt, al§ ein befonber^ au^gejeid^neter 
gaö berjenige, xoo biefer ?ßunft jugleid) in bie ©erabe A ^inein^ 
fäBt; in biefem g^ße l^aben alfo beibe ©eraben jtt)ei fünfte 
mit einanber gemein, unb tt)enn man nun aud^ i^re übrigen 
?ßunfte neben einanber Verfolgt, fo l^at man ben 

Srften ©runbfa|: „SBenn jwei ©erabe jWei fünfte 
mit einanber gemein ^aben, fo faUen fie il^rer ganzen SrftredEung 
nad^ jufammen (fie bedfen einanber)." 

Siad^ bem, loaS ic^ oben au8 einanber gefegt, tt)ürbe e^ 
feinen @inn l^aben, nad^ einem Seweife biefer ©afeeg ju fragen ; 
öielmel^r ift berfelbe lebiglid^ anjufel^en aK feftfteUenb ein 
SÄerfmal beg Segriffg ber geraben Sinie, »eld^eg äRerlmal 
inbeffen, xok fid^ weiter unten jeigen toirb, biefen Segriff nod^ 
nid^t erfc^öpft. 3)ie ©eometrie tä^t eiS gleid^fam bal^ingefteHt 
fein, ob ber begriff ber geraben Sinie öießeid^t aud^ fo fid^ 
f äffen taffe, ba§ er ba§ genannte SWerlmat au^fd^Iiegt; fie felbft 
aber forbert tjon bem SBegriffe ber geraben Sinie, fo toie fie 
il^n t)oraugfe|t, biefei SKerfmat, unb in atten SIntoenbnngen ber 

*) %tx correfponbirenbc jtpcitc 3foK finbet fid^ in 8. 
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geometrtjdjen Unterfud^ungen über gerate Sinien ift bemnad^ 
immer juöor erft nad^juf el)en , ob auc^ baS genannte äRerfmat, 
b. % ber fo eben anSgefprod^ene ©runbfafe, fid^ beftätigt finbet. 

3. §ätte man öor ber SSorna^me berjenigen ©rel^ung, 
ttjeld^e ben fo eben an^gcfprod^enen ©rnnbfa^ l^ert)orgel^en lieg, 
nid^t nur in ber beioeglid^en ©eraben B, fonbern aud^ in ber 
feften ©erabeu A einen t)on AB üerfd^iebenen 5ßunlt öorl^er 
n)i[lfürlic^ feftgefletit, fo tt)ürbe man im allgemeinen nic^t erwarten 
bürfen, bag beibe 5ßuiifte jemals jnfammenfallen müßten. ÜKan 
erfennt inbeffen leidet, ba§ ba, loo ein fotd^e^ ^^fammenfaHen 
eintritt, fid^ ber begriff t)on gleidjen Sängen ergeugt, fo tt)ie 
im entgegengefe^ten ^alle bie Segriffe Don größeren unb 
fleineren Sängen. 

9Kan jielit l)ierau^ ia^ befannte SSerfal^ren, jnjei gegebene 
begrenjte ©erabe in öejng auf bie ®leid^()eit ober Ungleid^l^eit 
il^rer Sänge ju unterfudjen. 9lud^ bie begriffe öon ©ummen 
unb ©ifferenjen t)on Sängen ergeben fid^ barau§ o^ne 3Rnf)t. 

4. SSBenn man ben bi§ ^iel^er betrad^teten ^aH ber 3)edEung 
ber beiben ©eraben A unb B au^fd^lie^t, fo bleibt nod^ immer 
eine SJfannigfaltigfeit Don Sagen übrig, Xüdd)c bie beiben ©eraben 
unter 8eibel)altung beg S)urd^fd)nitt§punltc§ AB annel^men 
Wunen. (£» liegt nalie, bamit man ju einer bequemen Ucber== 
fid^t biefer SOtannigfaltigfeit gelange, bie beiben ©eraben Dorläufig 
im fünfte AB al§ abgebrod^en ju betradjten, b. 1^. fid^ blo§ 
auf jttjei Don AB au§ge()enbe einf eitig - unbegrenjte ©erabe ober 
©traljlen A unb B ju bef darauf en. ®en burd) beibe abgegrenjten 
2^^eil ber unbegrenjten (Sbene nennt man einen SBinfel, bie 
beiben ®tra{)len A unb B felbft feine ©d^enfel, btn ^unlt 
AB feinen Sdf)eitelpunft 

S33irb nun ber brel)bare @d)enfel B in Söejug auf ben 
feften ©d^cnfel A in 93ett)egung gefegt, fo gelangt man fofort 
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ju ben Gegriffen t)on größeren unb Heineren SBtnfeln, fo 
tüic Don ©ummen unb 2)ifferenjen öon SBtnfeln. S)er SSegviff 
öou ®Ietc^]^ett unter SBinfeln fann bagegen erft jum JBorjdjeiu 
lommeU; ttjenn man bie winfelcrjeugenbe Operation on Der- 
fd^iebenen ©teilen ber gegebenen Sbene b. 1^. in jwei ©Eemplaren 
au^geffil^rt benft; laffen al^bann bie baburc^ entftanbenen SBinfcl 
fid^ fo auf einanber tegen, ba§, »enn ©^eitelpunft auf 
©c^eitetpunft unb ber eine ©d^enfel auf ben einen ©d^eufel 
faßt, aud^ ber anbere ©d^enfel mit bem anberen ©d)cnfel jur 
2)edEung gelangt (in wetd^em ^aü^, wie fic^ leidet nad^meifen 
läßt, aud^ bie jtt)ifd^en htn ©d^enfetn enthaltenen ^ll^eile ber 
Sbene öoBftänbig äufammenfaKen), fo bedfen bie SBinfet einanber 
unb l^eißen gteid^ 9^oß; im entgegengefe^ten ^aUt aber un^^ 
gleid^, ber eine größer, ber anbere Meiner. 

5. 3)ie SBinfelerjeugung l^at ba§ ©igent^ümlid^e , ia^ fie 
toUftänbig jum Slbfd^tuffe fommt, wenn ber bre^are ©d^enfel 
B eine öoQe Umbrel^ung gemad^t I|at, mitl^in wieber mit bem 
feften ©(^enfel Ä jufammenfättt, S)er entftanbene SBinfel ift 
in biefem gaüe einerlei mit ber gegebenen @bene, unb bietet 
bamit eine natürlid^e ©inl^eit gur SBinfelmeffung bar. 

SBirb ber bre^are ©d^enfel B nur bi§ ba^in fortbewegt, 
wo er ate SSeriängerung be§ feften ©d^enletö Ä erfd^eint, fo I)at 
man ben geraben SBinlel. Wan er!ennt fogleid^ (burd^ bie 
üorl^in angejeigtf SJecfung), ia^ berfelbe feiner ©rgänjuiig ju 
einer öollen Umbrel^ung gteid^, unb mitl^in bie §ätfte ber uotten 
Umbrel^ung ift. S)aran f daließen fic^ bie Segriffe öon l^o^Ien 
unb erl^abenen SBinfeln. 

SBirb ber bret)bare ©d^enlel B nur big bal)in fortbewegt, 
wo ber entftanbene SBinfel feiner ©rgänjung ju einem geraben 
SBinlel gleid^ ift (weld^eg gleid^faüg burc^ 2)edfung erlannt wirb), 
fo ^at man ben redeten SBinfel = 9t. S)er redete äSinfel 
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ift benmod^ bcr üiertc S^eit ber üottcn Umbretiung; tüdd^e leitete 
mitl^in burd^ 4 % fo n)ie ber gerabe SBinfcI burd^ 2 SR bcjeid^nct 
njerbeu faniu 2lu ben redeten SBtnfcI lel^neu fid^ bte SBcgriffe 
t)on fpi^en nni ftumpfcn SBinfcIn, fo tüic Don 5ßcrpen* 
bifein unb geneigten Sinien. 

SBeilänfig mag l^ier nod^ ber SBinfelmeffnng bnrd^ ®rabe, 
SD?inuten unb ©ecunben gebadet n^erben. 

6. Sn^Uxi) mit ber SBinfelbejc^reibung entfielet, inbem 
man, n)ie in 2., ftatt beg ganjen bre^baren ©d^enfete B nur 
einen beliebigen unb t)on AB üerfd^iebenen ^unft belferten im 
Stuge behält, berSegriff einer mit einem beliebigen ^atbmeff er 
befd^riebenen Ärei^tinie, meldte bei üoöer tlmbrel^ung ju 
einem öottftänbigen Greife niirb, S)urd^ feine Slbfd^Iie^ung in 
fid£) felbft erfd^eint ber ^rei§ alg eine t)on ber geraben Sinie 
Derfd^iebene Sinienform, mit{|in aU erfteg S3eifpiel einer frummeu 
Sinie, Xütiä)t burd^ ben genommenen (JnttoidEetung^gang auf bem 
93oben ber ©eometrie fetbftönbig ju ©tanbe ge!ommen ift. 

©rllärung üon SRittelpunft, 2)urd^meffer, Umfang, 
SSogen. 

2)er Kreisbogen, jn^ifd^cn ben ©d^enfetn eine^ SBinfelg au§ 
bem ©d^eitelpunfte be^felben, aU SRittel^junlt, mit einem feft= 
gefegten §albmeffer befdfirieben , bietet fidE) fogteid^ aU ein 
bequemet SKittel bar, um fid^ bie ®rö|e eine^ SBinlel^ ejact 
JU öeranfd^autid^en. S)enn ba bei ber ®edfnng jnjeier SBinfel 
aud^ bie auf bie angegebene SSSeife jtoifd^en iljren ©d^enfeln 
conftruirten S^reigbögen jufammenfaüen, ttjenn nur jebe^mal ber 
nämlid^e ^atbmeffer geniä^tt njorben n^ar, unb ba ferner unter 
gleid^en SSorauSfe^nngen ber ©umme jnjeier SBinlel bie ©umme 
itjrer SreiSbögen, ber S)ifferenj jtocier SBinM bie 3)ifferenj 
ilirer Kreisbögen jugel^ört, fo fann ber Kreisbogen überall; njo 
e§ jn^edEmägig erfd^eint, aU 9tepräfentant beS SBinfelS angefel^en 
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unb bie SBcrgrö^erung ober SScrfleiuerung be§ ffreiöbogenö für 
biejenigc beg SBinfcIg an bie ©teile gefegt roerben. @o entjpritf)t 
bem geraben SBinfel ber ^albfreis, bem redeten aSinfel ber 
SSiertelfrei^ , bem ®rabe ber 360. Sljeil be» Srei^umfangeg 
u, f. f. 

7. §ebt man je^t bie in 4. geftetite Sejd^ränf ung , bie 
beiben \iä) burdfijd^neibenben ©eraben Ä unb B vorläufig im 
$ßunfte AB aU obgebrod^en gu betrad^ten, toieber auf, unb 
öerlöngert juerft bie ©erobe A rüdftoärtg über AB f)imn^, \o 
exi)ält man ju bem l^o^Ien SBinfel AB feinen 9lebenn)infet, 
ber mit jenem, laut Definition be§ geraben SBinlelS, bie ©umme 
2 SR au^madjt. 

Verlängert man jWeiten^ aud^ bie ©erabe B xMtoäxt^ 
über ben $un!t AB l^inauS, fo laffen fid^ bie öier um AB 
entftel^enben l^ol^Ien SBinfel gu öier 5ßaaren öon Slebentoinfeln 
äufammenfteßen ; unb bejeid^net man biefe SBinfel ber 9teif)e 
nad^ burc^ bie S3ud^ftaben «, ß, y, J, fo erl^ält man bie öier 
©ummen 

«+/5/ ß+y. r+^. <f+«. 

üon benen jiebe 2 9i beträgt. SDiefe Dier ©ummen finb bemnac^ 
aud^ unter einanber gleid^, unb öergleid^t man irgenb jtoei 
berfelben, bie einen gemcinfd^aftüd^en SBinfel entl^alten, j. 58. 
«4-/5 = /^ + // unb lä^t ben gemeinfd^af tüd^en SBinfel, l^ier ß, 
fort, fo ^at man ha^ befannte Xf)coxcxa über ©d^eitelwinfel. 

8. Slnfnä^)fenb an 2. tt)irb man je|t nod; biejenige aKannig^ 
faltigfeit in ber Sage ber ©eraben B gegen bie fefte ©erabe A 
in betrad^ten ^aben, weld^e fid^ ergiebt, toenn nid^t mel^r ber 
S)urd^fdE)nitt§punft AB aU unöeränberlid^ beibel^alten ttjerben 
foll. 2)aju aber bleibt nad^ 3}ia§gabe ber in 1. aufgefteßten 
©runboperationen fein anberer SBeg ate bie 2)rel|ung ber 
©eraben B um einen üon i^m 3)urd^f(^nitt^t)unfte AB x\cx^ 
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fdjtebeueu, jcbocfi nodj in it|r feI6ft entj^olteuen ^üxdt @ö jei 
M ein fold^cr ^^unft ber ®craben J3, öerfd^icben üon AB ; 
man breite nm benfetbcn bie ®erabc B, unb jcl^c nad^, »ag jtc§ 
babei cinftcllt. 

SBerfoIgt man bie Sage be^ 2)urd^fcl^nitt^punftcg AB, ber 
bei ber angegebenen ©rcl^ung augenfd^einlici^ feinen ^tafe Derlafjen 
mu§, fo wirb berfelbe offenbar auf ber feften ®eraben A naä) 
ber einen ober ber anbern Seite l^in fortrücfen muffen, je nad^^ 
bem man bie ®erabe B in bem einen ober bem anbern ©innc 
um M breitet. SBeld^e Sage aber aud^ ber 5ßunft AB annel^mcn 
mag, fo ift bamit nod^ immer feine neue Sonftguration entftanben, 
fonbern ftet^ nur n^ieber bie fdjon betrachtete SBerbinbung üon 
jtoei fid^ burd^fd^neibenben geraben Sinicn. Snbcffen wenn man 
für ben ?lugenbIidE einen beftimmten 2)re]^ung^finn beibel^ält, 
unb nun bie Ucberlegung madE|t, ba§ mit bem SBcginn ber 
3)rel^ung ber ^unft AB anfängt auf A f ort jurüdEen , ba§ er 
biefeg gortrüdEen auf A nad^ einerlei ©eite l^in fiber äße ©renjen 
l^inauö fortfefet, ia^ er aber nad^ 3^^ö*tegung einer beftimmten 
®rö§e ber ©rel^ung ptö|Iid^ anfängt fid^ auf ber entgegengefefeten 
Seite ber ®eraben A ^u jeigen, um nad^ SBoßcnbung einer 
2)re]^ung öon 2 91 in feine urfprünglid^e ^ßofition jurüdtjulcl^ren : 
fo erfennt man leidet in jener Uebergang^fteHe — tt)o nad^ ber 
einen Seite I|in bie 2)urc^fd^nittgpunfte aufl^ören, um nad^ ber 
entgegengefe^ten Seite l^in wieber aujufangen — benjenigen 
Ort, ttjeld^er ju einer neuen Sagenbeftimmung unter jwei geraben 
Sinien fül^ren mu§. Dl^ne in bie 3)etaU§ biefeg galleS tiefer 
l^ineinjugelien, gelangt man teid^t ju bem ^Begriffe jweier 5ßar^ 
allelen, ober fotd^er ®eraben in einer Sbene, bie feinen 5ßunft 
mit einanber gemein l^aben (fo weit man fie aud^ öerlängcrn 
mag), fo wie ju bem 

3weiten ®runbfa^: „SBirb öon jWei 5ßaraUeten bie 
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eine burd^ ©retiung uni einen beliebig in i^r angenommenen 
$unft au^ il^rer ßage gebradjt, ]o mn§ fie nottjtüenbig bie 
Qnbere burc^fd^neiben." 

S)tejer ®runbfa^ ift wieberum Qnjnfel^en Qfö feftfteöenb 
ein SKerfmal beg S3egriffe3 ber geraben Sinie, weld^eg in bem 
erften ©runbja^e nod^ nid^t entl^alten xoax, fo wie im Uebrigen 
t)on if)m tuieber genau baSfelbe gilt, waS oben öon bem erften 
©ruttbja^c gefagt tt)orben ift. SBeibe ®runbfä|e jufammen*' 
genommen bieten, fo toeit bie ^animetrie beffen bebarf, ben 
(Srfa| für bie fel^Ienbe 3)efinition ber geraben ßinie. 

©rflärnng t)on ßonöergenj unb S)it)ergenj, unb öon 
einem ©treifen (bem öon jmei 5ßarallelen begrenzten Steile 
einer @bene). ©leid^l^eit unb Ungteid)t)eit t)on Streifen, burd^ 
2)ccfung ju erfennen ebenfo toie bie ©leic^l^eit unb Ungleid^l^eit 
tJOtt aSSiuIeln; ©ummcn unb SDiffereujen üon ©treifen. 

3)a vermöge beg äule|t aufgefteHten ©runbfa^eg ber Segriff 
ber parallelen jebe SKaunigfaltigfeit t)on gößen (ettoa mie oben 
beim 35urd^fd^neiben jmeier ®eraben) au^jd^Iiegt, fo ift l^iemit 
jugtei^ bie ?(uffud^ung fämmtlid^er Sagenbejiel^ungen jttjeier 
®eraben in einer @bene beenbigt. 

II. ^vei iStvatt in eittet SBette« 

9. 2)urd^ bie tjorl^ergel^enbe Setrad^tung ber gegenjeitigen 
Sage jmeier geraben fiinien in einer Sbene l^aben fid^ bie brei 
begriffe ber DedEung, beg S)urd^fd^netbeng unb beö 
^aralleligmuS aU bieienigen ^au^jtbegriffe l^erauggefteHt, 
unter toeld^e bie Sage öon jmei ®eraben in einer Sbene ftetg 
mu§ gebrad^t toerben lönnen, unb biefe Segriffe toerbeu beSl^alb 
au^ ftetg ba mieber!el^ren , too eg fid^ um bie Sage üon mel^r 
ate jtoei geraben Sinien l^anbelt. Snbeffen fobalb man barauf 
auggel^t toirltid^ neue gäHc l^erbeijuf fil^ren , fo ift fogleid^ flar, 
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ba^ ber öcgrtff ber ©ccfuug auSgefd^Ioffcn tücrben mu§, toeii 
ätüei ober mel^rere ®crabe, inbetn fie in eine cinjtgc ®erabe 
äufamntenfaßen, bamit iebe^mal bie ©efatnmtjal^I ber öorl^anbenen 
©eraben auf eine geringere rebuciren b. 1^. auf einen fj^tt, 
weld^er in ber ^ier t)orau§gefe^ten Sleil^enfolge ber 93etrad^tungen 
fd^on üorl^er mu^ bagett?efen fein. (S§ bleiben atfo ber 
^ßaralteli^muS unb ia^ ©urd^fd^neiben afe bie beiben 
^auptformen für bie Sage jn^eier ®eraben übrig, ate notl^tüenbig 
unb jugteid^ ^inreid^enb für ben »eiteren SSerfoIg ber ?ßlanintetrie ; 
bie 2)edEung bagegen n^irb nur ba nod^ in Setrad^t fommen, too 
fie burd^ ben Sauf ber Unterfud^ung ate unabttjeigbar fid^ öon 
felbft einfteOt. 

Slnfnüpfenb an ba§ grütiere ergeben fi^ l^ier mitl^in fogleid^ 
bie beiben gorberungen: „3^ jtoei gegebenen ^aralleten 
fo n)ie ju itoti gegebenen ©d^neibenben eine britte 
®erabe, fei e3 aU parallele ober ate ©dineibenbe j^injujufügen." 
äßan gett)innt barau^ öon ber Sage t)on brei ®eraben in einer 
Ebene folgenbe öortäufige Ueberfid^t: 

1) 2)rei 5ßarallele, 

2) Qroti parallele unb eine ©d^neibenbe, 

3) 3)rei ©d^neibenbe. 

Ober, tt)enn man nad^ ber ?lnjal|t ber gemeinfd^aftlid^en 
fünfte orbnet, fo fönnen brei ©erabe in einer Ebene mit 
einanber gemein ^aben: feinen, einen, jtoei ober brei 
fünfte, 

10. ©egeben feien ätoei parallele A unb B, unb eine 
britte ©erabe C trete l^iuju; fobann !ann biefe, in il^rer 
SBejieI)ung ju einer ber beiben gegebenen ©eraben, j. S. B, 
aufgefaßt, ju berfelben nur entweber eine parallele ober eine 
©d^neibenbe fein, ttjomit in S3ejug auf bag 3"ftönbefommen 
ober 9^id^tjuftanbefommen eine^ SDurd^fd^nittg))unfte« BC \\6) 
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nur SSefannteS »ieber^olt. (Sine neue ^^age ift ober, toeld^e 
SRetation baburc^ unter C unb A gefegt toorben ift 

©efegt 1) es fei C parallel ju B unb jugleic^ burc^ irgenb 
einen ^unlt ber ©eraben A geffil^rt; bann muffen vermöge be« 
2. @runbfa|eg C unb A einanber becfen. §ier entftel^t mitl^in 
eine fd^on frfil^er bagetoefene gigur, 

©cfc^t 2) eg fei C paraQel jU B unb jugleid^ burd^ einen 
augerl^atb ber ®craben A liegenben 5ßunft gefül^rt, bann mufe 
vermöge beS 2. ©runbfafeeg C aud^ poraHel ju A fein. §ier 
entftel^cn brei einanber paarweife parallele Oerabe. 

©efegt 3) e§ f^neibe C bie ®erabe jB; bann »irb fie 
öermöge bc§ 2. ©runbfa^eS aud^ bie ©erabe A fd^neiben muffen. 
§ier entftel^en jwei parallelen üon einer britten ®eraben burd^»» 
f^ttitten. 

3)iefer le^te fjatt — jtt)ei ^ßaraöelen öon einer britten 
®eraben burd^fd&nitten — fann jtoar jugteid^ fd^on bie grage 
nad^ ber relativen @rö§e ber t)ier SBinlel in AC ^u ben öier 
SBinleln in BC üerantaffen, ttjoran fid^ bie befannten Definitionen 
t)on SBed^f etoinf ein , SuneniDinleln unb ®egentt)in!eln lel^nen; 
inbeffen ergiebt fid^ ber natürlid^e SBeg jur SluffteQung unb 
(Srlebigung biefer grage erft burd^ bie näd^ftfolgeube S3etrad§tung* 

11. ®egeben feien jtoei ©d^neibenbe A unb B, unb 
eine brittc ®erabe C foKe l^injutreten ; bann ift fd^on CiVi% 
bem SSorl^ergel^enben belannt, \io.^ biefe G nid^t beiben gegebenen 
®eraben gugleid^ parallel fein fann, fonbern notl^ttjenbig minbeftenS 
eine üon i^nen, j, 85. A, fd^neiben mu§. 2)ie grage wirb 
fobann lebiglid^ barouf gerid^tet fein, unter toeld^en SSebingungen 
aud^ bie anbere ®erabe, l^ier B, t)on C gefd^nitten werbe ober nid^t. 

Offenbar wirb, wenn C bie ®erabe A genau im 5ßunlte 
AB fd^neibet, jugleid^ audi C bie ®erabe B entweber fc^neiben, 
ober becfen. SBetc^eS öon beiben gefd^ie^t, ba« wirb t)on ber 
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JBefd^affcnl^cit bcr SBinfcI in AC öcrgtid^cn mit bcncn in AB 
abl^ängen,*) b. \j. t% wirb ßc^tercS — SJedEnng — eintreten, 
wenn entweber biejcnigen SBinM ate gleid^ öorangflefe^t toorbcn 
finb, weld^e in golge bicfer S)ccfung jnfammenfatten; ober bic^ 
jenigen Sffiinlel afö gleid^, weld^c in gotge bicfer ©edtung ©c^eitetointel 
werben ; ober biejenigen SBinlel olg einonber jn 2 91 ergänjenb, wcld^c 
in golge biefer S)e(Jnng9?ebenwinfeI werben: öon weld^en brei SSor^ 
angfefenngen jebe wieber bie beiben anberen jnr %tA%t l^at. I)ie 
l^ier entftel^enbe Konfiguration ift fd^on frül^er bagewejeu- — 
^SSäerben aber bie genannten SBoraugfe^ungen nic^t erfüUt (wctd^c^ 
jd^on eintritt, wenn nur eine t)on il^nen nid^t erfüllt ift), fo l^at 
man brei einanber in einem ?ßunfte burd^fc^neibenbe ®crabc; 
eine Konfiguration, weld^e im Uebrigen nid^tg weiter barbietet 
afö eine mel^rfad^e Sffiieberl^olung t)on SRebenwinteln fo wie t)on 
©d^eitelwinfeln. 

12. SBenn bagegen C bie ©erabe A in einem Don AB 
öerfd^iebenen 5ßunfte fd^neibet, fo wirb C bie ©erabe B tnU 
Weber gleid^faßs fd^neiben ober ii)x parattet fein, inbem l^ier bie 
SJedfung wegfällt. ®ie bei biejer S)edfung Dorl^in in !!• ju^ 
fammenfaQenben SBinfel öerwanbeln fid^ j|e|t in®egenwinfet, 
bie öorl^in alg ©c^eitelwinfel auftretenben SBinlel in (innere 
ober äußere) SBed^felwinlet, bie öorl^in afö SRebenwinfel 
auftretenben SBinfel in Snnenwinfel (ober Slu^enwinfel). 
2)ie üorl^ergel^enbe gigur in 11., erfd^eint l^ier gteid^fam an^ 
einanber gefd^oben. 

SRad^ Slnatogie ber öorigen Unterfud^ung wirb man aud^ 
l^ier junäd^ft nad^ bem Erfolge fragen, wenn man bie ®egen^ 



♦"1 



") 3u größerer ®cutltd^feit fann man \\ä) l^icr 5»ci getrennte gtguren 
benfcn, t)on benen bie tint nur Ä unb B, bie anbere nur Ä unb C entl^It, 
unb bie man sur 2)e(fung ju bringen fud^t. ^lel^nlid^e« gilt im ©ingange 

au 12. 
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toxnM aU glcid^, ober bie aBcd^fcItpinfel aU gtcid^, ober bie 
Snnentoinfel ate 2 SR betragenb Dorau§fefet: t)on toetd^en brei 
SSoraugfe|ungen toieberum jcbe bie beiben anbereu jur golge l^at 

(£g mögen bie SBed^jeliDinfel atö gleid^ öoraug gefe|t 
werben; fobann nötl^igt biefe ©leid^l^eit fofort, bie SBecIifelwinfel 
jur ajccfung ju bringen, ba titn in ber SÄfiglid^teit ber 2)e(fung 
bie ©leid^^eit jioeier SBinfel befielet, »e^ufg ber Slugfü^rung 
biefer SJedung i)at man nur nötl^ig, bie ganje gigur in jtoei 
Sjemptaren , auf einerlei SBeife au^ benjelben (Stementen 
entftanben, öorl^anben ju beulen. Sitebann jeigt \x6) bei ber 
3)c(fun9 ber SBed^jetoinfel fogleid^ eine üoöftänbige S)ecfung ber 
ganjcn ^igur, worauf man ttjeiter auf bie befannte SBeife auf 
ben ^ßaraüeli^mug ber ®eraben B unb C fd^Iie^t; benn wollte 
man ctoa ben SSerfud^ mad^en anjuncl)men, biefe ©eraben 
Ilätten nadEi ber einen ©eite öon A einen ^unft mit einanber 
gemein, fo müßten fie wegen jener 3)e(fung aud^ nad^ ber 
anbeten ©eite öon A einen ^ßunlt mit einanber gemein l^aben, 
wag bem 1* ®runbfa| wiberftreitet , ba beibe ©eraben nid^t 
jufammenfaöen. 

@g mögen bie ©egenwinfel atö gleid^ t)orauggefe|t 
werben; fobann nötl^igt biefe ®Ieid^l^cit wieberum beibe SBinfel 
jur S)edfung ju bringen, wobei man ebenfalls bie fjigur fid^ in 
jwci ®jem:plaren öorfianben ju benfen l^at. ^ier werben inbeffen 
nid^t, wie öorl^in, beibe fjiguren üoUftänbig auf einanber faöen, 
f onbern fie fommen öielmel^r an einanber ju liegen, unb man 
erlennt leidet, ba^ man biefeg 3lneinanberlegen ber nämlid^en 
tjigur beliebig oft wieberl^olen fann, ol^ne ba§ bie Summe ber 
jwifd^en B unb C entl^aftenen @benentl)ei(e jemate bie ®bene 
öottftänbig auffüllen wirb. Ob biefe ©benentl^eile aber Streifen 
ober SBinfel feien, ba§ ^at fid^ big l^iel^er nod^ nid^t entfd^ieben. 
@efe|t nun, bie ©eraben B unb C fd^nitten einanber, fo würbe 

5* 
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ber bon il^ncn bcgrcnjte ©bencntl^cU ein SBinlcl fein, bcr mitl^in 
burd^ ha^ öorl^crgcl^cnbe SSerfal^rctt uncnbKd^ oft »iebcrl^olt 
tücrbcn fönntc ol^nc bic Sbenc ju crfd^öpfcn; btcfcg iDtbcrfprid^t 
aber bem Segriffe beg SBinfefö, üon toeld^em fid& ftetö eine enblid^e 
Änjal^I t)on SBieberl^oIungen angeben lä^t, bie f^on über bie 
(Sbene l^inauiSgel^en. Solglid^ f önnen B unb C nnr ?ßarattele fein *) 

@g mögen enblid^ bie Snnentoinfel jnfammen 2 91 be== 
tragen, fo nötl^igt biefe 9JorauSfe|nng fogleid^ beibe SBinfel fo 
an einanber gn legen, baß fie gn 9iebentt)infeln »erben, wobei 
man fid^ abermate bie gigur in jn^ei ©jem^jlaren oorl^anben ju 
benfen l^at. 2)aburd^ aber gelangt man, je nad^bem man bie§ 
anf bie eine ober bie anbere ber beiben mögtid^en Slrten an^fül^rt, 
notl^ttjenbig wieber ju ber einen ober ber anberen ber beiben 
oor^ergel^enben Snttoidfelnngen, f olglid^ aud^ ju bemfelben SRefnItate. 

SKit §ülfe beg 2. ©rnnbfafeeg erfennt man nun, baß, toenn 
eine ber brei oorl^ergel^enben 9Sorau§fe|ungen nid^t erfüllt ift 
(womit jugleid^ aud^ bie beiben übrigen aufpren erfüllt ju fein), 
bie ®eraben B unb C notl^toenbig einanber f^neiben muffen. 
3)araug fotgt aber fofort bie SKögtid^feit, bie l^ier gewonnenen 
@ä|e umjuJel^ren, worin fobann aud^ bie am ©d^Iuffe öon 10. 
angebeutete fjrage il^re Srlebigung finbet, 

13. SBenn in ber öorl^ergel^enben fjigur bie ©eraben B 
unb C einanber fd^neibeu, fo fommen um ben $ßunft BC aber* 
matö öier l^ol^Ie SBinlel §um SJorfd^ein, fo baß bie gigur im 
(Sanjen jefet gwölf bergleid^en aufjuweifen l^at; unb um aud^ 
biefe in bie öetrad^tung l^ineinjujie^en, wirb eg nötl^ig fein, ben 



♦) 5)iefe ©ntttjidclung ift htm »crtranb'fd^cn »ctocife be8 11. @uflibifd^en 
©runbfa^ed ttac^gebilbet unb möge l^ier aU ein S3eleg für bie g^rud^tbarfeit 
ber genetifd^en Tletf^oht getten, toenn man ben Sßeifungen berfelben nur ol^ne 
^ebenfen fjolge giebt. fOlan iann inbeffen, toemt man toin, ben Unterrid^t 
bal^in abfür^en, bag man mit Umgel^ung jener @nttoideIung t)on ber @Ui6^* 
l^eit ber ®egenminlel loieber §ur ©leid^l^eit ber SBed^feltoinlel ju gelangen fud^t. 
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Uebergang ber ©eraben B unb C Don ^araOeKiSmud jum 
3)ur(j^fd§netben forgfältigcr afö bii^l^er in ffirtoägung ju jic^cn. 

S)efinition bcg S)rcicdE3, feiner brei Seiten unb feiner 
brei 833 in fei. Sediere mögen burc^ a, ß, y bejeid^net tt)erben, 
ber Sieil^e nad^ gegenüberliegenb "ttn ©eitcn A, B, C (totl^t 
S3ud^ftaben öon je^t an nid^t aQein für bie unbegrenjten @eraben, 
fonbcrn aud^ für bie begrenjten 5)reie(f^feiten genommen »erben 
fottcn). 

®efe§t nun, e3 feien juerft toieber bie SBed^feltoinlel 
als gleid^ öorau^gefe^t, alfo bie Oeraben B unb C einanber 
parallel. SBenn man je|t ben einen S33ed^feltt)infel üergrößert, 
fo »erben bie (Seroben B unb C einanber fd^neiben muffen, 
unb jnjar nad^ berjenigen Seite öon Ä f)xn, too ber fleinere 
ber beiben betrad^teten SBed^feltoinlel liegt. Sie 
SSergrößerung aber, ttjeld^e jener SBed^fettoinfel erfal^ren l^at, 
beträgt (atö ®egenttjin!et) genau fo biet tt)ie ber im fünfte BC 
gleid^jeitig mit jener SBergrößerung ju ©taube gefommene 
S33infe( «, unb bamit l^at man ben belannten @a| über ben 
Slu§entt)infel eineg 3)reiedf3. 

@g feien ferner bie Oegentoinfel afö gleid^ öorauiSgefegt, 
alfo bie ©eraben B unb C einanber paxaUd. 9Ran öergrö^ere 
einen ber beiben @egentt)inf et ; bann ttjerben biefe ®eraben auf* 
l^örcn parallel ju fein unb jtoar einanber nad^ berjenigen Seite 
t)on A f)m fd^neiben, tt)o ber innere ®egentt)infel ber 
fleinere ift. SSergleid^t man nun mit jener SJergrö^erung 
beS einen ®egentt)infete ben bamit gleid^jeitig im fünfte BC 
entftanbeneu SBinfet «, fo finbet man beibe (ate ®egentt)infel 
ober SBcd^feItt)infcI, je nad^bem bie gigur angelegt würbe) gteid^ 
gro§, unb bamit lieber ben oorigen ©a| über ben Slußen* 
toinfel eineg Sreiedf^. 

@2 fei enblid^ bie Summe ber Sunentoinfel gleid^ 2 dt 
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angenommen, alf o mieberum ' ^araöcti^mug unter ben ©craben 
B unb C. SSerfletnert man ben einen ber beiben 3nnentt)infel, 
fo wirb ein ©d^neiben ber ©eraben B unb C eintreten, unb 
jtnar naä) berjenigen ©eite t)on Ä ^in, tt)o bie (Summe ber 
Sunentninfel tt)eni9er aH 2 dt beträgt 3ene SSer^ 
Ileinerung aber ift toieberum (alg SBed^jetoinM) gteid^ bem 
bamit gteid^jeitig im 5ßunfte BC ^u ©taube gefommenen SBinfcI «, 
unb bamit l^at man ben belannten ©a| über bieSBinfelfumme 
beg 2)reie(fg,*) 

2)a§ bie beiben l^ier getnonnenen ©ä|e tnieber unter fid^ 
im 3^f^^^^^^^^9^ [teilen, ba§ ift eine ©emerfung, bie man 
leidet l^interl^er mad^en lann. Uebrigen^ fc^tie^t fi^ l^icran 
fofort bie befannte ©intl^eilung ber S)reiedEe nad^ il^ren SBinfetn. 

14. ^tnn man um größerer ©infad^tieit tt)illen üon ie|t 
an bie* äußeren SBinfel beg S)reiedfg faüen läßt unb mitl^in nur 
bie brei innern unb eigentlid^en J)reiedf^tt)inlet in SSetrad^t jiel^t 
(benn bie Slb^ängigleit ber erftern öon ben Ie|tern l^at fid^ big 
l^iel^er bereite jur ©enüge l^erauggefteöt) , fo erlennt man in 
bem allein l^iel^er gel^örigen legten fJaHe ber öorftel^enben @nt* 
ttjidfelungen ol^ne SRü^e bie ßonftruction bei S)reiedEg 
aui einer ©eite unb benbeiben anliegenben SBinfeln. 
®egeben toar bie ©eite Ä nebft bem anliegenben SDSinfet y, unb 
l^injugenommen tt)urbe ber anbere anliegenbe SBinfel ß, ber mit 
y jufammen weniger alg 2 SR betrug; bamit lam ol^ne weitere 
wilHürlid^e 3^^*^^^* ^^^ 35reiedf öoUftänbig ju ©taube, unb mit«= 
l^in ift bie ©onftruction be§ S)reiedEi auS ben gegebenen ©fementen 
jeberjeit möglid^ unb au^fü^rbar, unb ei ergeben fid^ babei bie 
brei übrigen 93eftanbtl^eile bei 2)reiedE« t)on felbft. Slber wenn 
man fid^ bai 3)reiedt nod^ in einem jweiten ©jemplare, auf 

♦) 9Kon öcrgleid^e mit ber l^icr ongebcuteten ®cnefiiJ bie beiben im 
erften Slrtifel gegebenen ©eweije beffetbcn ©ageg. 
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einerlei SBeifc auS benfclben ©Icmentcn eutftanben, üor^anbcn 
benlt, fo Iä§t fid^ ol^ne äßü^e bie 3)edEunfl — Songruenj — 
beiber 2)reie(fe nad^tüeifen; mitJ^tn finb burd^ eine Seite unb 
jipei antiegenbe SBinfel eineg 2)reie(f^ ftetg bie brei übrigen 
Säeftanbtl^eile bcffelben and^ öoQftänbig beftimmt. 

3)ag SSorftel^enbe fann leicht auf ben gleid^faß^ burd^ bag 
Obige* motiöirten gatt übertragen tt)erben, too ftatt be? anliegenben 
aCBinfcIg j5 ber gegenübertiegenbe « atö gegeben angefel^en, alfo 
bie ßonftruction bc3 3)reierf^ aug einer Seite nebft einem 
anliegenben unb einem gegenfiberliegenben SBinfel 
auggefül^rt »erben foQ- 

15. S)a bei bem f|ier in SRebe ftel^enben gaöe ftetg jtt)ei 
S33infel alg gegeben (ober, toa^ l^ier baffelbe fagt, alg toiUfürlid^ 
angenommen) angefetien ujerben muffen, fo liegt eg nal^e, auf 
bie relative (Srö^e berfelben nod| einen S3lidE ju toerfen, um 
nad^juf el^en , ob fid^ ba mit nid^t ettoa nod^ @efe|e erfennen 
laffen, mlä)t ber üorl^ergefienben allgemeinen Sluffaffung ent* 
gangen finb* @g toirb alfo auf ®leid^I)eit ober Ungleid^^eit *) 
jener beiben SBinfel ju ad^ten fein. 

@g feien 1) bie beiben anliegenben SBinfel y unb ß einanber 
gleich ; bann werben, toenn man, fid^ njieber bie gigur in jtt)ei 
©jemplaren öor^anben benft, beibe giguren wegen jener looxau^^ 
gefegten ©leid^ljeit aud^ mit SBertoufd^ung jener beiben SBinfel 
jur S)edEung gebrad^t werben fönnen, b. 1^. man erfennt ba§ 



*) ^ieä finb nämlid^ bie beiben einzigen burd^ ha^ SBorl^ergel^enbe 
(in 40 begrünbeten ©rößenöerötcici^ungen unter Söinfeln; ein ©leid^eä gilt 
rociterl^n öon hm ©rögenbergleid^ungen unter Sinien (nad^ 3.). 9)^an fönnte 
äWar aud^ anbere ©rögenbe^ie^ungen unter ben beiben SBinfeln nad^ SBiKfür 
feftftetten unb nad^ bem ©rfolge fragen, j. 33. menn man bie ©umme ber 
beiben SBinfel gleid^ einem redeten SBinfel annimmt (f. 5^renbe(enburg^§ 
logifd^e Unterjud^ungen SSanb II. 8. 290) ; jebod^ unterbrücfe id^ bergleid^en 
nid^t burdi bie Siiotfimenbigfeit gebotene Unterfud^ungen l^ier abfid^tlid^. 
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Sreted aü ein gleid^fd^enfttge^. Ser einjige ^nlt bet 
Seite Ä, mtä)tx bei jener SJertaufd&ung lieber feine urjprfinglic^e 
©teile einnimmt, ift ber SBittel^junft berfelben, nnb in ber 
SBerbinbnng biefeS $ßnnftiS mit bem gleid^fatts feine urf^)rfingtid^c 
©teile tt)ieber einnel^menben $ßnnfte BC erlennt man nnmittelbar 
bie ^atbirnng^linie bed SEBinfefö a, unb bamit bie belannte 
3ctlegung beg gleid^fd^enfligen ©reiedfg in jtoei congruente red^t* 
toinllige S)rcie(fe. 

* 

2)nrci§ eine ^n)eiternng biefer 93etrad^tung erfd^eint bad 
glei(i^n)inftige 3)reiedC sngleid^ aliS gleid^feitigeS. 

@g fei 2) y größer ate /9; bann fönnen biejenigen beiben 
@£emplare ber f^ignr, n^eld^e man aud^ l^ier n^ieber anjnnel^men 
l^at, bei SSertanfd^nng jener beiben SBinfel nid^t mel^r jur 
SJedEnng gebrad^t »erben. Die Slnalogie beg üorl^ergel^enben 
gaßeg legt eg l^ier aber nal^e,*) in beiben 2)reie(Ien toenigfteniS 
bie ^albirnng^Knie bt^ SBinfete « toieber jum ^^f^w^^^nfatten 
jn bringen, woraus fobann fofort ju erlennen ift, ha% bem 
größeren SBinlel aud^ bie größere Seite beS S)reiedEi^ gegenüberliegt. 

S)ieS fül^rt ju belannten Änwenbungen auf red^twinftige 
unb ftunH)ftt)inHige 3)reiedEe. 

16. Städblidenb auf ben bii^l^erigen @ntn)id(eIungiSgang 
wirb man baS feftjul^alten l^aben, baß eine SJrel^ung ber ®e* 
raben C auS il^rer ju B parallelen Sage l^eraui^ erforberlid^ 
gewefen ift, bamit ein S)reiedC ju ©taube fommen fonnte, S)icfe 
3)re]^ung würbe oben baburd^ öorgejeid^net, baß man biejjenige 
aSerminberung aU gegeben anfal^, weld^e ber 3nnenwin!el im 
?ßun!te ÄC in erteiben l^atte, bamit ein SJurd^f^nitt ber Oeraben 
B unb C JU ©taube fam; ober mit anberen SBorten, man 



*) S)etfelben Analogie jufolge toürben l^ter nod^ anbete SBenbungen in 
ber Chütoidelung mbqliä) fein, bie id^ inbeffen bet ^tae wegen ilBetgel^e, 
ha fie teine befonbetd l^etDotttetenben SRefuttate liefetn. 
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ndf)m ju bcn Reiben ©Icmentcn A unb y nod^ enttoeber ß, ober 
a, l^tttäU, unb l^attc fomit bte ©ntfte^ung bcS ©rcicdfg entocber 
aus einer ©cite unb ben beiben anliegcnben SBinfeln, ober m^ 
einer ©eite nebft einem anliegenben unb einem gegenüberliegenbeu 
aSinfel, 3nbef[en ba e§ fid^, belauf g ber (Sntftel^ung eineö 
S)reie(f3, l^ier lebiglid^ um ba« ^^ft^^^^^^wimen beS S)urd)^ 
fd^nittöpunftg J5C ^anbelt, fo liegt e3 aud^ nal^e genug, biefen 
5ßunft nid^t mittelbar burd^ einen SBinfel, mie öorl^in, fonbern 
unmittelbar burd^ eine in il^m felbft enbigenbe Sänge feftjulegen, 
fei biefe nun bie Sönge ber ©eite B ober bie Sänge ber 
©eite C. 3m crften gaUc l^at man bie ©onftruction beg 
S)reiedfg auS jtoei Seiten unb bem eingefc|loffenen 
SBinfel {A, B, y), im gleiten gafle bagegen aug jmei 
©eiten unb einem gege nüb er liegenbenSBinlel {A,C,y). 

S)er erfte gaU ate ber näl^er Kegenbe möge öorantreten. 
ÜRan erlennt l^ier leidet, ba% in ber SBal^I ber Sänge öon B, 
nad^bem A unb y beliebig feftgeftettt worben finb, gar feine 
SSejd^ränlung beftel^t, inbem j[eberjeit auS ben ©nbpuniten öon 
A unb B bie britte ©eite, unb bamit aud^ bie ®rö§e ber 
beiben fel^Ienben SBinfel, fid^ öon felbft ergiebt. S)ie ©onftruction 
ift mitl^in ftetS möglid^- aber toenn man bie ©onftruction aus 
benfelben SIementen nod^ in einem jWeiten @jem|)Iare toieberl^olt, 
fo läßt fid^ aud^ bie ©ongruenj beiber ©onfigurationen nad^* 
toeifen , mitl^in . finb burd^ jtoei ©eiten unb ben eingefd^Ioffenen 
aSinlel eines S)reiedfS bie brei übrigen S5eftanbtl^eile beSfelben 
ftetS auc^ t)oaftänbig beftimmt. 

17. @Ieid|tt)ie in 15. bietet aud^ ber gegenwärtig öorliegenbe 
gaQ ben ?lnla§ bar, biejenigen beiben gegebenen S)reiedfSeIemente, 
weld^e eine SSergleid^ung jutaffen, l^ier alfo bie beiben gegebenen 
©eiten A unb B nod^ l^infid^tlid^ i^rer relatiöen ®rö§e, nämtid^ 
il^rer ©leid^^eit ober Ungteid^l^eit , ins ?luge ju f äffen unb ben== 



\ 
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jlenigen befonbern (Siefe^en nod^iuforfd^en, miäft fid^ aud biefer 
bcfonbcrcn SBctrad^tung ergeben mögen. 

®2 feien 1) bie beiben Seiten A unb B gleid^ groß, atfo 
bo^ 3)reie(I gleid^f c^enflig ; bann lann man, nad^ ^erftedung 
eine^ jtoeiten ©jemplareg ber fjignr, te|tereiJ mit ber nrfimlng* 
liefen gignr aud^ nnter iBertanjd^nng jener beiben Seiten jnr 
5)edCung bringen, »orau^ fid^ bann fofort bie ©leid^l^eit ber 
gegenüberliegenben SBinfel a nnb ß ergiebt. S)ieg ift bie Um* 
fel^rnng tjon 16. 1), nnb baran fd^Iießt fid^ ebenfo wie bort bie 
3erlegnng beg gteid^fc^enttigen 3)reiedEö in }tt)ei congruente red^t* 
winflige SreiedEe. 

@3 fei 2) A größer afe B; bann wirb eine 3)edfnng bcg 
jttjeiten ©EempIarS ber ^xsax mit ber nrfprünglid^en, nnter Ser== 
taufd^ung jener Seiten, wobei man ben eingefd^Ioffenen SBinfel y 
wieber mit fid^ felbft jufammenfaßen läßt, eine gignr jum 
SBorfd^ein bringen, and weld^er ol^ne äRäl^e ber befannte @a| 
gejogen werben lann, baß ber größern Seite bed 3)reiedC3 ber 
größere äßinlel gegenüberliegt. 2)ied ift bie Umlel^rnng t)on 
15. 2), fo wie fid^ bann aud^ bie ^albirnngSlinie bed Sßinleli^ y 
ijitt l^interl^er leidet nad^eifen läßt. 

18. Sßenn man ju ben bid l^iel^er fortwäl^renb aU gegeben 
angefel^enen Elementen A nnb y je^t, wie fd^on in 16. angezeigt 
würbe, bie Seite C l^in^nnimmt nnb mithin baranf aui^gel^t, bag 
©reierf and jwei Seiten nnb einem gegenüberliegenben 
SBinfel ju conftruiren, fo jeid^net fid^ biefer gall fogleid^ ba*= 
bnrd^ t)or ben frül^eren and, baß eg l^ier fd^on oon üorn l^erein 
nötl^ig wirb, bie relative ®röße ber beiben ate gegeben anjnfel^en:^ 
ben Seiten A nnb C näl^er in JBetrac^t jn jie^en. S)enn woHte 
man etwa bie Sänge t)on C willfärlid^ ate gegeben anfe^en, fo 
würbe man, ba über bie Sage öon C bamit nod^ gar nic^t« 
feftgefteöt worben ift, biefe ©erabe um i^ren feften ©nbpunft 
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AC breiten unb babci abwarten muffen, ob il^r anberer ©nbpunlt 
aud^ xoxxUxi) in bie unbegtcnjte ©crabe B ^ineingelange unb 
mitl^in ein S)reiecf unjttJeibeutig feftftcHe, ober toeld^er befonbern 
99efd^rän!ung öielmel^r bag ©intreten biefeg fjatteg unterliege. 

Um l^ierüber ?luffd^Iu§ ju erhalten, betrachte man vorläufig 
bie beiben ©erabcn A unb C nod^ als unbefd^ränft ^infid^tüc^ 
ifirer Sänge, unb allein an bie Sebingung gebunben, ftetS burc^ 
ben feftcn 5ßunft AC ya gelten unb bie fefte ®erabe B ju 
fd^neiben. SSergleid^t man nun bieienigen Sagen, weld^e babei 
ber ?ßunft AB annel^men fann, mit ber gleid^fafls öeränberlid^en 
Sage beg 5ßunfteg BC, fo l^at man eg (faßg nid^t etwa beibe 
?ßunfte jufammenfaßen fottten) mit einem S)reied( ju t^un, in 
toeld^em biejenige ber beiben ©eiten A unb C bie größere ift, 
Weld^e bem größern SBinlel gegenüberliegt; unb burdE) näl^ereS 
®ingel^en in biefe 95etrad^tung ergiebt fid^ fobann leidet, ^^o!^ bie 
fiirjefte öon AC nad^ B gejogene ®erabe baS ^ßerpenbifel ift, 
jebe anbere aber befto länger auffaßt, je weiter i^r gußpunft fid^ 
nad^ ber einen ober ber anbern ©eite l^in üom gußpunfte beS 
5ßerpenbifete entfernt. 

2)rei gleid^ lange ®erabe bon AC nad^ B fann eS a(fo 
nid^t geben« 

19. SBirb nun bie ©eite A nebft bem SBinfel y, wie üorl^in, 
als gegeben betrad^tet, fo ift bamit jugleid^ fd^on baS gebadete 
5ßerpenbifel feftgeftcQt, weld^eS ^ier ber fiürje wegen burd^ feinen 
trigonometrif c^en SluäbrudC ^ . sin y bejeid^net werben mag, S)ie 
©eite C muß fobann minbeftenS f o groß fein wie A . sin /, wenn 
überl^aupt bie ©erabe B ben ©nbpunft biefer ©eite foU in fid^ 
aufnehmen fönnen; bod^ reid^t aud^ biefe Orenje nod^ nid^t in 
aßen gäßen jur ©ntftel^ung beS 2)reiedEg l^in. 

©g fei nämlid^ 1) y ein ftumpfer SBinfel; bann weiß man 
fd^on, baß biefem ftetS bie größte ©eite beS 2)reiedES gegenüber*^ 
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liegt, folglid^ mufe C größer al8 A fein. S)a§ aber unter biefcr 
SBebingung bte Eonftruction ftetS mögfid^ unb au^fül^rbor ift, fo 
tüte \^a^ jtt)ei aug benfelben Slementen entftonbene giguren 
immer jur 3)edung gebrad^t luerben förnten unb mithin burd^ 
bie gegebenen ©lemente aud^ bie nid^t gegebenen SSeftanbtl^eitc 
beg Dreicdfj^ üoQftftnbig beftimmt finb, bai^ (ä|t ftd^ nun teic^t 
nad)tt)eifen. 

@g fei 2) y ein red^ter SBinlet; bann l^at man nod§ baS-- 
jelbe Ergebniß. 

@S fei 3) ;' ein fpi^er SBinfel; bann ift eS jtt)ar nid^t mel^r 
notl^tüenbig C größer aU A anjunel^men; inbeffen wenn man 
für einen SlugenblidE, nad^ Slnalogie bei8 SSorl^ergel^enben , biefc 
S3efd^ränfung nod^ feft^äft, fo pnbet man au^ ^ier wieber nid^t 
nur bie 2lugfü^rbarfeit ber Sonftruction, fonbern aud^ bie 6on^ 
gruenj berfd^iebener ©jemptare berfelben, wie üorl^in- Kimmt 
man C eben fo groß wie A, fo tritt nod^ baSfelbe ein. Stimmt 
man aber C Heiner alg A, wo jebodi fein SSSertl^, bem Obigen 
juf olge , nic^t unter benjenigen be^ $ßerpenbif ete A.^my l^inab^ 
ge^en barf, fo erlennt man fogleid^ bie SKöglid^Ieit jweicr 
©reiedfe aug ben nömlid^en gegebenen Seftanbtl^eilen , womit in 
Sßerbinbung ftcl^t, baß jwei ©jemplare t)on 3)reiedEen, bie beibe 
au§ jenen SBeftanbtl^eilen l^ergefteHt finb, nid^t mel^r notl^wenbig 
einanber bedfen muffen, fonbern aud^ incongruent fein fönnen. 
(2)ie Songruenj jweier S)reiedEe, in benen jwei Seiten nebft bem 
ber Meinem ©eite gegenüberliegenben SBinfel übereinftimmen, 
läßt fic^ nur mit einer SBal^rfd^eintid^feit = V2 beJ^au^jten.) — 
SJon biefem legten ©c^Iuffe finbet fd^einbar eine Stu^nal^me ftatt, 
wenn C genau ben SBertl^ A.miy l^at; bod^ wollte man biefcg 
gaQeg gewiß fein, fo müßte man fd^on borl^er ben SBinfel « at§ 
einen redeten SBinfel erfannt l^aben, wag ber SSorauöfefeung 
wiberftrcitet. 



20. ffliS l^ic^er jtnb bic Seiten B unb C nur einjeln unb 
nad^ etnanbcr jur 6onftruction be« S)reie(f^ ^injugejogen worben^ 
unb eg lä^t fid^ bemnad^ j|c|t nod^ bie grage aufwerten, ob man 
nid^t aud^ betbe gugleic^ al8 gegeben jur (Sntfte^ung be^ 3)reiedCd 
^erbeijiel^en fönne. ©oute fid^ bieS au^fü^rbar jeigen, fo würbe 
bamit, fo wie fd^on früher ber SBinfet ß, jefet aud^ ber SBinfcI y 
ttberpffig gcmad^t werben, unb man ptte aföbann bie ßon^ 
ftruction beg 2)reiedg allein an^ jeinen brei Seiten. 

3Ran wei§ üon oben l^er, ba§ bei ber Gonftruction be« 
2)reied(g au^ jWci ©eitcn unb bexa eingefd^Ioffenen SBinIcI, biefe 
brei ©temente feinerlei SBefc^ränfung unterlagen, unb man Wirb 
begl^alb au^ ie|t bamit beginnen lönnen, jwei beliebige gegebene 
Seiten A unb B im fünfte AB jufammen jufteHen , wobei 
inbeffen ber SBinfel AB vorläufig nod^ nid^t angegeben werben 
lann, inbem ftatt feiner öielmel^r bie britte Seite C gegeben ift. 
SBie aber aud^ biefe Seite befd^affen fein mag, fo mu§ immer 
ber i^r gegenüberliegenbe aSinlel y irgenb einen SBertl^ jWifd^en 
unb 2 81 annel&men, unb lä^t man bemnad^ y alle biefe 
SEBertl^e allmälig burd^taufen, {o muffen babei jugleid^ aQe 
möglid^en SBertl^e, weld^e bie Seite C unter SJorau^fe^ung ber 
Seiten A unb B annel^men fann, l^erüorgel^en. 

3Ran betrad^te juerft bie beiben äufeerften SBert^e öon y^ 
ffir weld^e bie gigur aufhört ein S)reiedC ju fein, nämlid^ y=0 
unb y = 2 9i. 3m erften galle wirb bie SSerbinbung^Iinie ber 
®nb|junfte ber Seiten A unb B gleid^ bem Unterfd^icbe biefer 
Seiten, im anbern fJaHe gleid^ ber Summe biefer Seiten fein, 
unb bieS finb mitl^in jWei äu^erfte SBertl^e, weld^e bie Seite C 
felbft niemals erreichen lann, 3n jebem anberen gaQe bagegen, 
wo y irgenb ein beliebiger l^ol^Ier SBinfel ift, erlennt man aug 
ber SSergleid^ung be^ juge^örigen SSertl^i^ t)on C mit jener Summe 
einerfeiti^, unb mit jenem Unterfd^icbe anbererfeits, burd^ leidet 
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einjufcl^cnbe ©c^Iüffe, baß bic ©eitc C ftctg Keiner atö bie 
©umme unb größer ate ber Unterfd^ieb ber ©eiten A unb B bleibt. 
Wm lann nod^ l^ingufügen, inbem man ben äßinfel y in 
jWeien feiner S^ftänbe gur SBetrad^tunß jiel^t, \io% bem größern 
SSBertl^e öon y aud^ ber größere a33ertl^ üon C jugel^ört, mitl^in 
bie Seite C mit bem SBad^fen ober Slbnel^men beg SBinlete y 
gleid^faQg refp. tüäd^ft ober abnimmt; unb umgefc^rt, 

21. SBiß man nun ein S)reie(f auS feinen brei Seiten 
conftruiren, fo muß öor allen 2)ingen nad^gefel^en »erben, ob, 
inbem man jtt)ei öon biefen brei Seiten ate beliebige gelten tößt, 
bie britte aud^ n)irHid§ in)ifd^en ben burd^ bie t)orl^ergel^enbe 
JBetrad^tung feftgefteüten ©renjen enthalten fei. Sn biefem gaöe 
läßt bie äßöglid^feit ber (Sonftruction fid§ o^ne aj2äl^e nad^n^eifen. 
fjül^rt man aber bie ©onftruction in jWei ©jemplaren oug, fo 
jeigt man aud^ leii^t, t)ermöge be^ @d^Iußfa|ed ber t)or]^erge]^en^ 
ben @nttt)idfelung, bie Songruenj ber beiben refuftirenben S)reiedfe; 
folglid^ finb burc^ bie gegebenen brei Seiten eine^ S)reiedfg aud^ 
bie nid^t gegebenen SSeftanbtl^eile beöfetben, alfo feine brei SBinlel, 
öoBftänbig beftimmt, 

22. 2)urd^ ben l^ier gule^t beJ^anbelten ^^aU l^at bie @on^ 
ftruction beg ©reiedfg auS \t anberen unb anberen SSeftanbtl^eilen 
t)on fetbft il^ren Slbfd^tuß gefunben, unb ein SRüdfblidf lel^rt, baß 
bie (£onftruction eines 2)reied(S nid^t nur möglid^, fonbern baß 
fie aud^ beftimmt ift (b. 1^. baß \t gtoei avA benfelben 
©lementen l^eröorgegangene 2)reiedfe congruent finb), wenn 
jur §erftellung beSfelben gegeben tt)erben: 

1) ©ine Seite unb bie beiben anliegenben SBinlel (93e*= 
bingung: S)ie Summe ber beiben festeren muß Heiner ate 2 91 
fein). 

2) ffiine Seite nebft einem anliegenben unb bem gegenüber^ 
licgenben SBinfel (SBebingung wie öorl^in). 
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3) Qmti Seiten unb ber eingefd^Ioffene SBinlel. 

4) Qmi ©eitert unb ein gcgenübertiegenber SBinlel (93e* 
bingung: ber SBinlel barf nid^t ber Heineren Seite gegenüber* 
liegen). 

5) 35rei Seiten (fflebingung: bie ©umme jtoeier Seiten 
mu§ größer unb il^r Unterj^ieb mu^ Weiner fein ate bie britte 
©cite). 

SBenn ed fid^ nur unt bie Songruenj iwitt 2)reiede l^anbelt, 
dfo bie Sreiede fd^on aU t)ort)anben t)orauiSgefe|t n^erben, fo 
faDcn bie JBebingungen in 1. 2, unb 5. üon felbft aug, unb 
nur biejenige in 4. bleibt fte^en. 



9te ein 99eifpiel mag ha^ begebene genfigen. Wlan 
wirb ol^ne SRül^e erfennen, ba^ eiJ l^ier nid^t meine Äbftd^t 
getoefcn ifi ein ©tüdt fiel^rbud^ gu liefern; ba« Sel^rbud^, fo wie 
au^ ber Unterrid^t, ^ätte öielmel^r ben ©toff weiter augeinanber 
ju legen, fowie bie ©tufen fc^ärfer ju marfiren, fo bafe ba^ 
^orftel^enbe leidet bie S3efd^äftigung einei^ t^oQen SBiertelja^S, 
bei wöd^entlid^ 4 ©tunben, würbe auSmad^en lönnen. 2)agegen 
l^abe id^ l^ier tJorgugiSweife nur auf bie S(rt be8 oon ©tufe ju 
©tufe weiterffil^renben (EntwidCelung^gangei», fo wie berfelbe auS 
bem t)orangeftelIten $rinci))e l^ert)orf(ie^t, ben 9lad^brud( legen 
WoQen, wobei eiS benn aQerbingS, ba id^ bied l^ier jum erften 
3JlaU nieberf d^reibe , bal^in gefteQt bleiben mu^, ob id^ überaO 
aud^ ha^ SHd^tige getroffen l^abe. ^er Sefer mad^e ed beffer! 
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^titttt %xtxUl 



Um ba^ SBUb ju DetDoQftänbigen unb abjurunben, toeld^e^ iä) 
big l^iel^cr t)on ber 2Kct^obc bc§ matl^cmatifd^ctt Untcrric^tö ju 
geben üerfud^t l^abc, glaube iä) jefet nod^ einmal au^fül^riid^er 
auf einen 5ßunft jurüdHommen ju muffen, ber oben nur nebenl^er 
berütirt »erben fonnte. Si^ ift bieg ber einem jeben wiffen^ 
fcliaftlicl^en Unterrid^te in ber ättatl^ematif notl^toenbig öorauf:^ 
äufd^idenbe öorbereitenbe ©urfug. 3)a ein fold^er Surfug jur 
3eit nod^ feinegwegg allgemein eingeführt ift, fo toirb eg 
immerl^in ber 3Mf)t wertl^ fein, l^ier nod^ einmal bie ®rünbe 
jufammenjuftetten, bie il^n forbern, fo xoxe bie ?lrt unb 3Beife 
ju erörtern, tou er auggefül^rt werben lann* 

Sg ift belannt, mie aug ben mangell^aften Seiftungen ht^ 
öormaligen matl^ematifd^en Unterricf(tg bie äReinung l^crt)or^ 
gegongen toar, eg gebe eine beftimmte Einlage für SKatl^ematif, 
bie nur tt)enigen befd^ieben fei, unb biefe »enigen feien eben 
biejenigen, bei benen ber Unterrid^t ben getoünfd^ten ©rfolg 
brad^te. ganb bod^ barin ber Seigrer einigen S^roft für bie 
SKü^e unb ben Sifer, wetd^e er auf bie Sel^rftunben öertoanbt 
l^atte. Olüdflid^er SBeife barf aber biefe äWeinung, wenn gleid^ 
fie in icm großen nid^tpäbagogifd^en ^ubUcum noä) immer an 
ber 2;agegorbnung ift, bei ben gadömännern gegenwärtig gu htn 
veralteten gered^net werben, benn eg l^aben Stimmen genug fid^ 
erl^oben, um bag Uebel in feinem wal^ren Urfprunge erfennen 
JU laffen. S)er ©d^üler, weld^er in eine neue S)igcipKn ein* 
gefül^rt werben foß, bringt immer fd^on einen gewiffen SSorratl^ 
t)on Äenntniffen mit, bie in irgenb weld^er, wenn aud^ lodEem 
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SBejie^ung ju bcr neuen ©i^ciplin ftel^en. 8lu§ biefent SBortatl^e 
ba^ S3raud^6are au^jufud^en unb an^ Std^t ju jiel^en unb barau^ 
einen Soben ju Be^piten, auf toetd^em man nad^ unb nad^ ju 
neuen Oegenftänben l^ingetangen lann, immer Sorge tragenb, 
ba§ unter ben neu erworbenen fienntniffen bie engfte SSer=^ 
fnüpfung, fotool^I mit einanber afö mit bem früher üorl^anbenen 
SBiffen ftc^ l^erftette: ia^ ift ber SBeg, mid^tn bie ^j^d^otogie 
bem Setirer öorjd^reibt, ber beS SrfoIgS gen)i§ fein toill» S)enn 
fold^er Unterrid^tgtoeife folgen bie ©d^üler mit Suft, unb ba^ 
Sntereffe fel^It immer nur ba, wo bie ©d^üler mit unbefannten 
unb unvorbereiteten 2)ingen plö|lid| überfd^üttet werben, fo ba§ 
ein mangeinbeg Sntereffe ftetg al§ ber fid^erfte Seweig baöon 
aujufe^en ift, ba§ öon Seiten beg Sel^rerS ein ^^l^ter begangen 
war. S)iefer gel^Ier aber ift leidet ju er!ennen unb nadijuweifen, 
wenn man oon bem ®efagten fpeciell bie Slnwenbung auf 
SKat^ematif mad^t, SBag bei bem eintretenben ©d^üler Sraud^^ 
bareg für ben matl^ematifdEjcn -Unterrid^t öorgefunben wirb, ba^ 
befd^ränft fid^ in ber Siegel nur auf mefir ober weniger rol^e 
SSegriffe t)on geraben unb frummen Sinien, öon fjiguren, bie 
au§ Sinien jufammengefefet finb unb, wenn e§ l^od^ fommt, öon 
^örperräumen (für bie Oeometrie), unb baneben auf minber 
rol^e, fd^on burd^ ben gewöl^ntid^en Sled^enunterrid^t geläuterte 
SBegriffe üon 3^^^^^ ^^^ Sa\)knopexatxomn (für bie Slritfimetif). 
2)ie 9Katt|ematif felbft aber bebarf fd^arfbeftimmter ^Begriffe, ja 
fie operirt fofort mit biefen gegriffen, conftruirt neue, u. f. f., 
fo ba^ ber ©d^üler, wenn nid^t ber Unterrid^t ermübenb tangfam 
fortfc^reiten foU, fel^r balb ben gaben tjerlieren wirb, weil if|m 
nid^t 3rit gegeben ift, fid^ bie ^Begriffe, beüor e2 ju bereu 
Slnwenbung gel^t, geläufig ju mad^en. 3)aju fommt, ba§ bie 
SÄat^cmatif fd^on in i^ren erften Slnfängen eg mit l^ö^ft ab* 
ftracten Segriffen ju t^un t|at, wä^renb bie Segriffe, Weld^e 
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bcr ©d^üter mitbringt, tocnig mcl^r atö 3nbtotbuaI*SBorftcBungeit 
finb, mitl^tn ein Untcrrid^t, tüelc^cr tl^m bie äKat^ematil fclbft 
bringt, in ber ©pl^äre jener Scgriffc nnfel^Ibar nid^t einmal öon 
il^m öerftanben werben toirb. SWnr bie wenigen, meldte beffer 
vorbereitet finb, werben bem Unterrid^t jn folgen vermögen, unb 
tbtn biefe finb e^, benen man fonft bie fogenannte „Anlage" 
für SRatl^ematif beilegte. S)iefeg alteg aber fül^rt gu bem 
aiefnltate, ba§ mit ©drittem, fo wie fie in ber Siegel bie ©d^nle 
bietet, niematö nnmittelbar ber eigentlid^e matl^ematifd^c 
Unterrid^t begonnen werben barf, fonbern ba§ im ©egentl^eil 
l^iejn erft ein Dorbereitenber Unterrid^t erforberlid^ wirb, eine 
SrüdEe, weld^e von bem SorfteHunggfreife beg ©d^ülerö gu ber 
aSiffenfd^aft l^inüberfül^rt. SBie biefe an jutegen nnb an§ weld^em 
SWateriat fie ju conftruiren fei, baüon föU l^ier bie Siebe fein. 

SBenn man fid^ bie ifo eben bejeid^nete ©d^wierigfeit genau 
vergegenwärtigt, weld^e btm ©d^üter bei bem erften matl^ematifd^en 
Unterri^t entgegentritt, fo mu§ fofort Mar werben, ba^ biefe 
©d^wierigfeit wefentlid^ barauf ^inauSfommt, ba§ bem ©d^üler 
jweierlei jugteid^ jugemutl^et wirb; nämlid^ erften g fid^ mit 
neuen ©egenftänben befannt ju mad^en, unb j weitend an 
biefen ©egenftänben baburc^, ba§ man mit il^nen operirt, 
©igenfd^aften aufjufinben. Ober, wie §erbart bie ©ad^e aa^^ 
brüdt, ba§ man bemonftriren WiQ, wo nod^ feine mat^ematifc^e 
5ßl^antafie gewedft worben ift. 9lun aber fann bie (grfenntni^ 
eines fflegenftanbeS nad^ feinen verfd^iebenen ©igenfd^aften (bie 
3)emonftration) erft bann jur Slu2ffil^rung fommen, wenn juvor 
von bemjenigen ®ef ammtgebiete , wetd^em biefer ©egenftanb 
angel^ört, ein Segriff nid^t nur erfaßt, fonbern aud^ ju einem 
bi8ponibeIn ©igent^ume geworben ift, unb barauS ergiebt fid^ 
fofort bie Folgerung, ba§ bie ©d^wierigf eit be« erften matl^ematifd^en 
Unterrid^t« wegfallen wirb, wenn man ba8 Jlebeneinanber 
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ber obengenannten beiben ©eelentl^ätigfeiten in ein 3laä)- 
einanber umtt)anbett. Sllfo jnerft jottcn bem ©d^üler bic 
matl^ematifci^en Objecte öorgefül^rt tt)erben, bamit er fie an^ 
fd^ane, öergteid^e nnb fo jn einem Haren ^Begriffe berfelben 
gelange; nad^l^er erft fott er biefe Dbjectc benjenigen Opera* 
tioncn nntertoerfen , xotl6)e bie SRatur biefer Dbjecte felbft 
forbert. Se|tere§ ift nnn aber ha^ eigentlid^e ©ejd^äft ber 
SRatl^ematif, mitl^in — unb ba§ toax ba^ 3^^^ biefer ©ebnction 
— tt)irb bie jnerft genannte 2;]^ätigleit bem üorbercitenben 
matl^ematijd^en Unterrid^te anl^eimfaöen muffen, ^iemit ift alfo 
ber Snl^alt biefeS öorbereitenben Unterrid^tg feftgcfteHt. 

Slber aud^ ber U m f a n g ber nötl^igen SBorbereitnng Iä§t fid^ f o* 
gleid^ ]^ierau§ er!ennen. 2)ie genannte ©d^tt)ierigleit finbet nänttid^ 
nnr bei bem erften matl^ematifd^en Unterrid^te ftatt, ba aUe SSe- 
griffe, toeld^e bie fpäteren S^l^eile bringen, nad^ beftimmten SSorfd^rif ten 
aus frül^crn ^Begriffen conftruirt unb begl^alb leidster jur ©eläufig:^ 
leit gebrad^t toerben. 6^ tt)irb alfo nur nötl^ig fein, bie erften 
©lemente ber äJtatl^ematif big ju einer gewiffen ©renje l^in ju 
burd^Iaufen, um alle biejenigen Objecte auf jufinben, bereu Äcnnt== 
ni^nal^me für ben öorbereitenben Unterrid^t gtoedEmä^ig fein lann. 

Snbem l^iemit Snl^alt unb Umfang be§ öorbereitenben 
Unterrid^tg gegeben finb, toürbe tt)eiter ju unterfud^en fein, tt)ie 
bie (£rfenntni§ ber betreffenben Objecte, in ber l^ier erforberlid^en 
SSeife, bem fd^on öorl^anbenen SSorfteDunggfreife beg ©d^ülerS 
jtoedEmä^ig angefnü^jft toerben unb toie fie öon l^ierauS fidler 
fortfd^reiten fönne. darüber Iä§t fid^ tt)efentKd^ jtoeierlei fagen. 
S)er ©d^üler l^at fd^on geometrifd^e ©cftalten in SRenge toaf)x^ 
genommen; SRec^tede jeigen il^m genfter unb "S^iivm, 2)reiedEc 
2)ad^gicbel, ^cife ©onne unb SKonb; ferner lommen Qa^Un 
täglid^ bei feinen (BpitUn öor, unb felbft t)Ott belabifd^en ßa^m 
unb t)on iBrfid^en bringt er, toenn aud^ nod^ unt)otlftänbige Segriffe 

6* 
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t)ou ber ©Icmentar jd^ule mit. ©icje 95afig aber ift breit genug, unb 
ber Unterrid^t ^at nur fofort biefer befannten ©egenftänbe fid^ 
ju bemäd^tigen unb fie ben ©d^ttlern lebl^aft öorjufül^ren. SMfo 
nid^t etwa — red^t f^ftematifd^ ! — öon 5ßunften ausgegangen 
unb öon ba ju geraben unb frummen Sinien ic, ic. fortgefd^ritten, 
ober mit ber Operation beS Qä^tn^ begonnen um ben S5egriff 
ber 3tt^t entfte^en ju laffen (benn ba§ njäre für biefen @tanb=^ 
punft öiet ju abftract), fonbern fofort ein S)reied ober einen ^ei§ 
an bie Xafet gejeid^net, eine SRuItipIication fed^Sjifferiger ^^l^ten 
auSgefül^rt, fo ba^ man jogleidf) mitten in ber @ad)e ftel^t. 

^ugleidj aber (bieg ift ber jtt)eite ^unft) mu§ ber ©d^üler 
felbft ^anb anlegen, unb l^ier namentlid^ trete iä) in SBiberfprud^ 
mit ben fonft tool&I t)orgefd^Iagenen Sliitteln jur SluSfü^rung 
be§ öorbereitenben Unterrid^tö. @§ bebarf gegentoärtig mol^I faum 
nod^ ber Jlad^toeifung , n^ie unglüdCIid^ ber ©ebanfe n)ar, mit 
einem ©d^üler t»on bem l^ier öorau§gefe|ten ©tanbpunfte logifd^e 
Uebungen jur Vorbereitung ber SRatl^emati! anjufteQen. 3Ran 
üerga^, ba§ bie Sogif, toenn gleid^ logifd^ ba^ ©rfte, bennod^ 
pf^c^ologifd^ unb folgüd^ auc§ päbagogifd^ nur ba§ Se|te fein 
fann, ju toeld^em ber fid^ auSbitbenbe ®eift gelangt, unb ba^ 
mxif)in logifd^e Uebungen an ©egenftänben ber SRatl^ematif 
entttjeber felbft fd^on SKatl^emati! finb, ober gar barüber l^inauS, 
in einem nod^ abftracteren ©ebiete liegen. 9Kan fann ben S3ilbung§^ 
gang eines ©d^üIerS, ber mit ben concreteften SJorfteHungen in 
bie niebrigfte klaffe beS (S^mnafiumS eintritt unb öon ba bie 
übrigen Klaffen nad^ unb nac^ burd^Iäuft, als benjenigen einer 
forttoäl^renben 5lbftraction begeid^nen, bie in il^m in gotge beS 
Unterrid^tS ju ©tanbe lommt; aber felbft ber Primaner, auf 
ber l^öd^ften Stufe biefer Slbftraction ftel^enb, toirb faum fd^on 
jenen logifd^en Uebungen, tt)enn fie mel^r als ©pictereien fein 
fotten, Sntereffe abgewinnen, b. I^, eS wirb in il^m faum fd^on 
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biejcnigc gcifttgc SafiS öorl^anbcn fein, auf xoA6)tt jene 8lb* 
ftractioncn mit ©rfolg ju ©tatibc fommcti fötincn» ®ocl^ laffen 
tt)tr bicfctt Strtocg, bcr in einer fel^terl^aftcn änwenbung ber 
?ß]^iIofop]^ie Äant'g feine SBurjeln l^at, unb fud^en in ber 5Räl^e 
ttjaS l^ier 9iotl^ tl^ut. 

S)er ©d^üler foH alfo felbft §anb anlegen, felbft fd^affen, 
unb baju bieten fid^ in ber 2;i^at namentlid^ für bie ©eometrie 
^ülfgmittel, tt)ie fie nid^t leidet irgenb eine anbere ©d^ulbisciplin, 
tt)enigfteng für ha^ Snabenalter, auftoeifen fann* 2)iefe §ülfg^ 
mittel beftel^en in ben Qüäjtnappaxattn , bie man in ben 
fogenannten SRei^jeugen beifammen finbet, nämlid^ einem SxxM, 
ber mit ber Vorrichtung jum Äreigjiel^en üerfel^en »erben lann, 
jtoei Sinealen, öon benen bag eine bie ®eftalt einei^ red^ttoinfligen 
S)reiedE§ l^at, unb einem 83Ieiftift; ein S^ranSporteur fann aud^ 
öietteid^t gute S)ienfte leiften, bagegen bleiben SRei^febern unb 
überl^au^t ber (Sebraud^ öon 3)inte ober Siufd^e — n)enigften3 
öortäufig — am beften auSgefd^Ioffen. @§ öerftel^t fid^, ba§ bie 
entfpred^enben SlJpparate aud^ im großen SKa^ftabe für ben 
©ebraud^ an ber ©d^ultafel öorl^anben fein muffen. 2Rit biefen 
Stpparaten lernt ber ©d^üter jeid^nen, unb bie ©enauigfeit ber 
ßeid^nung wirb l^ier eben fo ftreng geforbert tt)ie bie SRic^tigleit 
beg 9lefultat§ einer SRed^nung. S)aburd^ mad^t ftd^ ber ©d^üler 
inniger, afö e^ auf jebe anbere SBeife möglid^ toäre, vertraut 
mit btn geometrifd^en ®ebilben, bie man il^m öorlegt, unb 
au^erbem gewinnt er nebenbei bie für ben fpätern wiffenfd^aftüd^en 
Unterrid^t gar nid^t ju öerad^tenbe gäl^igfeit, eine fjigur ejact 
auSjufül^ren- ^a er lernt biefeS mit leidster SRül^e, benn weld^er 
2;rieb jum Qtiäjmn in bem Snaben wo^nt, baöon legen ja bie 
©d^ulbänfe unb ©d^ull^efte l^inreid^enb ä^i^P^B ob* S)ie ^ox^ 
bereitungen jur Slritl^metif entbel^ren eineg fold^en innern 
SlntriebeS ; bie ©etbfttl^ätigfeit be§ ©d^üteri^, bie l^ier allein auf 
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bo§ SRcd^nen ftd^ bejd^ränft, liefert feine fo augenfälligen 
aiefultatc. 

§iemit l^abe id^ einen, njie id^ glaube öoUftänbigen begriff 
öon benjienigen ^rincipien gegeben, nac^ toeld^en id^ einft öor 
einer filaffe öon 11— ISjäl^rigen ©d^ülern (ber matl^ematifd^e 
Unterrid^t begann in ber näd^ftl^öl^eren Älaffe) ben öorbereitenben 
matl^ematifd^en Unterrid^t geleitet l^abe. S)a „au8 biefem ^t^ 
griffe aber ber S9egriff öon ber SluSübung unb bem notl^tüenbigen 
(Srfolge, ol^ne aßeg $ßrobiren, fic^ öon felbft ergiebt>"*) fo 
fönnte id^ l^ier abbred^en unb ba§ öorftel^enb ©efagte ber billigen 
SSeurtl^eilung fad^öerftänbiger ^äbagogen anl^eimgeben- ®od^ 
möge eg mir geftattet fein, l^ier jum toenigften nod^ einige 
©ingell^eiten naml^oft ju machen, bie fid^ mir in ber SluSübung 
atö jtüedEmä^ig l^erauSgefteQt l^aben. 3d^ würbe gern ben SBer^^ 
fud^ mad^en einen Seitfaben ober aud^ nur eine Sfufgabenfammlung 
für btn öorliegenben Qmd jufammenjuftetlen, wenn id^ mir nid^t 
JU gut bewußt wäre, ba§ fold^eg nur mitten im t^ätigen Seben 
auf bie redete SBeife gefd^el^en fann, ba j|a befanntlid^ bie beften 
Oebanfen unb bie glüdtlid^ften ©infäöe wäl^renb beS Unterrid^ten^ 
felbft lommen. ©egenwärtig fd^reibe id^ nur au^ ber (Srinnerung. 

1. SSorü&uttgett jur %vii^mttih 

SBaS bie (S^mnafien feitl^er atö SSorbereitung jum matl^e»» 
matifd^en Unterrid^t ju geben pflegen, bag befd^ränft fid^ faft 
überaß auf bie JRed^enftunben, bie nad^ altem ^erfommen fd^on 
barum il^ren 5ßla^ finben, weil man im ^)raltifc^en äthtn Witt 
red^nen fönnen. ©iefen ©efid^tgipunft, ber ol^nel^in ju bem ^^^edte 
ber ©^mnafien nic^t ftimmt,**) möge man fatten laffen unb 

♦) 3fi (äste'S Sflcben an bie bcutfci^e Station, ^tuntt iRcbc. 

**) ®g ift bie^ ber ©eftd^t^^unft ber ^oll^fd^ulen. ^em ©Qmnaftal« 
fd^üler bagegen ift in ber Tlati^maül ein Diel beffereS S9littel geboten, felbft 
ol^ne bag eS Beabftd^tigt »irb, fid^ in ben 9le(^nung$fragen bei^ )n:aftifd^en 
SebeniJ ju orientiren. 
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bafür bcn anbcrti, SBorbcrcitung jur toiffcnfc^Qftltd^cn Slritl^metif, 
an bic @tcüe jcfecn, fo fönnen bie JRecl^ctiftunbcn ööQig genügen. 
SKjo nid^t nad^ eingelernten Siegeln unb öorgefd^riebenen 
äRed^aniämen; tote leiber jo oft, foß man red^nen laffen, fonbern 
bie Siegeln ans ber jjebegmaligen Snfgabe l^eröorl^olen, ja fie in 
größter SRonnigfaltigfeit l^eröorl^olen, bamit nid^tg S3leibenbe§, 
©tarreg entftel^e , fonbern beS Änaben Sluf merifamf eit nad^ allen 
Seiten l^in rege erl^alten »erbe, S)anitt werben alfo 9legula be 
tri nebft Slegula be qninque, Kettenregel, unb tt)ie biefe 2)inge 
fonft l^ei^en mögen, in il^ren mittelalterlid^en formen mit 
©trid^en, ^afen unb gragejeid^en über ben Raufen geworfen, 
unb jngleic^ Derfd^roinbet bie Oreuje, weld^e ber 5ßebanti§mu§ 
jttjifd^en 2;afelred^nen unb So^jfred^nen gejogen l^at, wäl^renb 
bag SRieberfd^reiben je^t nur ben 2^td bel^ält, feftjul^alten tt)a§ 
bie Änaben nic^t im Äopfe feftl^alten Ißnnen. 

©old^er SBel^anblung unterworfen ju werben, baju eignet 
fid^ nun öorjüglid^ bie Sluflöfung üon Slufgaben, weld^e 
auf Oletd^ungen fül^ren, burd^ 9läfonnement, unb 
bie0 ift ber gaben, an welchen id^ felbft — nad^bem, wie ju 
erwarten, einige gel^lgriffe vorangegangen waren — bcn öor^* 
bereitenben Unterrid^t jur Slritl^metif fortlaufenb gefnüpft l^abe. 
^iemit erreid^e id^ juerft ein Älarwerben beS SegriffS öon einer 
©leid^ung; bic unbefannte ^o^l toirb burd^ einen Sud^ftaben 
bcäetd&nct unb bie ®tcid^ung auf belannte SBcife nicbergefd^rteben. 
aJlit bicfer ©Icid^ung wirb fobann aber nid^t auf bie befannte 
med^anifd^e SBcifc operirt, fonbern fie bient nur aU fid^tbarer 
Sluäganggpunft für ba^ baran ju fnüpfenbc Üläfonncment, burd^ 
weld^eS id^ jweitenS ©eläufigfcit in ben Gegriffen ber vier erften 
Sled^nunggarten bcjwedCc. 3)ic Slufgaben fönnen im Slnfangc 
nid^t JU cinfad^ fein, etwa: „Sine ßal^l ju finben, bereu fed^Ster 
Sl^cil 4 ift," ober: „S)a§ ©icbenfad^c be§ britten %f)e\U einer 
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gefud^ten Qc(f)l ift 28/' ii. bgl. unb e§ mu^ mel^r ©cttjid^t auf 
bcn rid^tigcn ®atig ber Söfung aU auf bie SRid^tigfeit bc^ 
JftefultatS gelegt toerbeu: toenigftenS bei ©djüleru tote btn 
nteinigen, bie 6i§ bal^iu uur SRec^auiSmeu ju üben getool^nt 
waren. SRir ift üorgef ommen , ba§ meine ©d^üler über ber 
Stufgabe: „(Sine Qoi)! ju finben, toeld^e boppelt fo grofe ift ate 
il^re ^älfte," fid^ fe^r ernftl^aft ben Äopf jerbrad^en; einer 
fogar brad^te al§ JRefuttat bie 9?eil^e ber QcLf)Un 2, 4, 8 ic, 
njobei nid^t fd^toer ju erfennen ift, tt)a§ il^m babei bunfet t)or* 
fd^toebte* 9Kit tt)eld}em (Srfolge l^ätte man njol^l fotd^en ©d^ülern 
bie 3Ratl^ematiI fetbft öortragen fönnen! 

©in natürlid^er gortfdjritt, immer an bem gaben ber ge^ 
nannten Slufgaben l^aftenb, fül^rt t)on l^ierauS einerfeit§ ju ben 
negativen 3^^^^^ ^^^^ anbererfeits ju ben 93rüd^en, an toeld^e 
ujeiter (id^ übergel^e bie 2)etail§) mit Siortl^eil bie SJecimalbrüd^e 
fid^ tel^nen laffen, bereu geläufige Senntni^ für bie fpäteren 
Sl^eile ber SKatl^emati! öon fo großer SBid^tigfcit ift. daneben 
gleid^jeitig finb fortlaufenb aud^ 9iedE)nungen mit SBud^ftaben 
auSjufül^ren, unb jttjar fo, baß man abtoed^fclnb mit Sud^ftaben 
unb mit beftimmten 3^^^^^ operirt, toobei e§ jugleid^ oon 
größerer SBid^tigfeit n^irb ben Slufgaben ©infleibungen gu geben, 
alfo ä- 33. öon a guß unb 6 5ßfunb ju fpred^en, bamit ben 
©d^ülern bie toal^re Sebeutung ber Sud^ftabcn Kar entgegentritt. 
(S^ lann leine ©d^wierigfeit ^aben fd^on auf biefcr ©tufe ein 
erl^ebtid^eg ©tüdE S8ud)ftabenred^nung — nämlid^ mit Sluöfd^Iuß 
ber ^Potenjen — ju tractiren. SSon Sel^rfä^en, ober gar t)on 
SBett)eifen ju reben, ift aber ia niemals ber Ort. 

95i§ l^iel^er bin id^ fclbft gelangt, ^injufügen njiQ id^ nur 
nod^, ba^ e§ mir jtoedEmäßig, too nid^t not]^tt)enbig fdfjeint, aud^ 
bie (Erl^ebung jum Duabrat unb bie Slugjiel^ung ber Duabrat^ 
tourjel an befabifd^en 3^^^^ i^ ^^^ Surfug l^ineinjujiel^en, unb 
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bomit fobann bic SSorübungen abjufd^tic^cn. SRebenl^cr !ömten 
öicücid^t noä) combinatorifd^e Operationen empfel^IcnSwert]^ fein. 
3)oci^ barübcr cntl^alte id^ mid^ be§ »eiteren Urtl^eiK, 

2« 93orüBttttgett jttr Geometrie« 

3)ie tl^atfäd^Iid^ öorl^anbene Suft beg Änaben am Qt\ä)mn 
bewältigt fid^ gern fold^er ^ülfSmittel, bie eine äRannigfattigfeit 
an formen jnlaffen, unb bal^in geprt unter ben oben genannten 
3eid^enapparaten namentlich ber S^tUL SRan fann fidler fein, 
bai^ beim Seginn ber erften Sel^rftunbe unter je jel^n Snaben 
neun fd^on mit Srei^conftructionen befd^äftigt finb. liefern 
SBinfe mu§ man folgen unb gleid^fattS fogleid^ einen ßreiS an 
bie 2;afel jeid^nen; babei fann man einige Flamen nennen 
(^albmeffer, Umfang ic), unb nun [tel^t bag gelb offen jum 
aSeitergel^en. SBie id^ l^iebei öerfal^ren bin, baöon tt)iH ic^ eine 
furje Ueberfid^t geben. 

3d^ conftruirte au§ einem 5ßunfte ber ^ßeripl^erie jeneS 
ÄreifeS, alg SRittelpunIt , mit glcid^em SRabiu^ einen jtoeiten 
SreiS, tt)oburd^ ein gleid^feitigeS S)reiedt ju ©taube !am, toeld^eS 
id^ burd^ gerabe Sinien fid^tbar mad^te. SBei ber Slad^toeifung 
ber ©leid^l^eit ber brei Seiten be§ S)reiedE§ tourbe nod^ ein 
britter Ärei^, au^ bem britten ©dCpunfte beg S)reiedg, ^injugefügt. 
Slber bie gigur entl^icft je^t nod^ brei gleid^feitige 2)reiedte, 
weld^e burd^ S^äi^^i^ttS ^^^ ^^^ ^i^t berüdtfid^tigten S)urd^* 
fd^nitt^punfte ber Greife ju ©taube famen, unb biefe gaben, 
auSgefül^rt, mit bcm anfängüd^en 2)reiede ein großem ebenfalls 
gleid^feitigeg S)reiedE, beffen ©eitenlänge bag S>o^)peIte ber an^ 
fängtid^en ©eitenlänge betrug. 2)a§ toaren gleic^feitige 2)reiedEe 
genug für eine Sel^rftunbe. 

S)amit nun aber bie Snaben, bie ber Eonftruction auf bem 
?ßa<)iere gefolgt toaren, an il^rer gigur ettt)ag ©reifbareg l^atten. 
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forbcrte id^ fie julefet auf, mit i^reu SRcffern (ein fo J^öd^ft 
braud^bareg Snftrument fül^rt ein Änobe ftet§ bei fid^) bie gigur 
nad^ beren gerablinigem Umfange au§jufd^neiben unb, tt)ie id^ 
e§ öorjcigte, einjubiegcn, unb mit nid^t geringer greube fal^ 
jeber fein 2;etraeber öor fid^ ftcl^en. 3d^ fud^te babei an bie 
Sleg^))tifd^en ^^ramiben unb an Xl^urmfpifecn ju erinnern, aber 
bie Änaben rebeten lieber üon ©d^ilberpufern unb SBorratJ^^^ 
faften, inbem fie fic^ bie eine ^ta^)pe aU bisponibel jum Oeffnen 
unb ©d^He^en öorbel^ielten. 3d^ braud^e nid^t l^inäujufügen, 
ba§ bie Qai)l ber Setraeber fid^ fd^neU öeröielfältigte unb ba§ 
mir in ber fotgenben ©tunbe bergleid^en forgfältig aug 5ßa:ppe 
angefertigt mitgebrad^t njurben, 

3m Saufe be§ SurfuS l^abe id^ ber $ßoI^eber nad^ unb na^ 
mand^erlei anfertigen laffen, unb e§ toax iebegmal ein geft, 
tt)enn e§ toieber einen „Körper" ju jeid^nen gab. ®er Qmd 
babei toax offenbar, ein enH)irifd^e§ SRittel jur Prüfung ber 
genauen ^ri^^i^tig in Rauben ju l^aben, inbem bie öerfd^iebenen 
^ßol^gonfeiten genau jufammenfd^Iie^en mußten (benn?ßa^)^)arbeiter 
tooüit xdi) nid^t bitten); begl^alb burftc aud^ niemals ia^ Sßefe 
äufammengcKebt tt)erben- SBer bieS bennod^ tl^un wollte, ber 
mu^te ein jweite^ (Sjem^)Iar anfertigen, unb ba8 fam pufig 
genug öor; id^ t)ertt)a]^re nod^ eine Slnjal^I fold^er 5ßoI^eber, 
jum 2:i^eil elegant auSgefül^rt, bie mir nad^ unb nad^ jum 
©efd^en! gemad^t toorben finb^ S)em Sefer glaube id^ l^ierin 
einen 95etoeig a posteriori baöon vorgelegt ju l^aben, ba% mein 
aSBeg ein ^)äbagogifd^ rid^tiger tt)ar* 

Sin bag gleid^feitige S)reiedf Inüpft fid^ in natürlid^er golge 
ba§ gleid^fd^enllige 3)reiedf, toeld^eS id^ über einerlei Safig mit 
bem erfteren, fotool^I in größerer atö in geringerer ^öl^e, felbft 
aud^ unterl^alb ber S3afi§, conftruire. ^ier aber tritt fogteid^ 
eine Xl^atfad^e l^inju, nämlid^ bie ©pi^en atter bicfer SDreiedte 
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liegen in einer geraben Sinie, bie jugleid^ bie 83afig l^albirt; 
unb e§ entfielet bie grage, tüie man ben ©d^üter jnr @rfcnntni§ 
biefer unb äl^nüc^er Sl^atfad^en füllten tt)iH, ol^ne feinen ©tauben 
in Slnfpruc^ gu ncl^men- 

SSerfel^rt toürbe e§ jetn (was in nod^ l^öl^erem Orabe beim 
SSortrage bcr SRatl^cmatil fetbft öerfel^rt ift), bie 2;i^atfad^e ju 
nennen unb ben S5ett)ei§ für fpätere 3^ite^ i^ öerfpred&en; ba^ 
mit toürbe ba§ 2)enfen getöbtet unb beSl^atb foH ein Seigrer, 
ber einen @a^ gebrandet, toäl^renb er beffen SSetüeiS an ber 
©tcöe noc^ für ju fd^toer pit, l^ierin bie SBeifung feigen, ba§ 
fein 2el^r))Ian ber Slenberung bebarf, Slber nid^t minber öerfel^rt 
ttjäre e§, ben S3ett)ei§ ju geben unb bamit bie ©renje, toetd^e 
jtt)ifd^en ben SSorübungen unb bcr eigcnttid^en ®eometrie gejogen 
tüorben ift, toieber ju öertuifd^en, ,,2)er SBertl^ ftrenger S3ett)eife 
toixb nur bann erft öoüftänbig erlannt, menn man in ber 
®pf)äxe tjon ^Begriffen, tt)o^in fie gel^ören, fd^on einl^eimifi^ ift," *) 
unb biefeS tbtn ift l^ier nod^ nid^t im geringften ber %aü, — 
S)a§ SluSfunftgmittel ift leidet. (g§ giebt eine beträd^ttid^e ®rup:pe 
t)on geometrifd^en Sl^atfad^en, tüeld^e fid^ öermittelft be§ @a^c§ 
öom jureid^enben ©runbe bettjeifen laffen, unb biefe, aber 
aud^ nur biefe 2;^atfad§en finb cg, weld^e in ben SSorübungen jur 
©prad^e fommen fönnen. 2)er obige @a^ gel^ört aber ju biefer 
&xnppt, unb ber Seigrer wirb mitl^in, nad^ Slnleitung beg @a|e§ 
t)om jureid^enben ©runbe, burd^ jtoedfmä^ige fragen ben ©diäter 
jU ber einfielt ju leiten l^aben, inwiefern in ber Slnlegung ber 
gigur fein @runb iDorl^anben fei, weS^att ein anberer ®rfoIg, 
als ber auggefprod^cne; eintreten fönne. (Sin SRifegriff würbe eg 
fein, wenn man bm ©d^üter auf jene SeweiSform forgfältig auf^ 
merffam mad^en ober gar fie ju einer ftereot^pen gotmel ftempetn 



*) ipcrbart'S Umri^ ^äbagogifd^er SSorlefungen. 
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ttjoötc; genug wenn in bem ©d^filer, il^m fctbft unbewußt unb 
nur bem Seigrer ftd^tbar, ber rid^tige 2)enf:procc§ öor fid^ gel^t, 

9Son l^ier on fann id^ ffirjcr fein. Sin bem ungleid^feitigen 
2)reiedc l^aben bie ©d^üter wenig ©efaden unb man fann eg, 
ba obenbrein ouf biefer ©tufe nid^tg barübcr ju fagen ift, fügtid^ 
übergel^en. 9lur bag red^twinfligc S)reiedE, fo wie ber SBegriff 
beg 5ßerpenbif el§ ; folgen unmittelbar au« ben öorl^ergel^enben 
Setrad^tungen über ba§ gletd^fd^euHige SJreiedE. 2)aran lel^nen 
fid^ jobann ba§ Duabrat, fo wie ba^ SRed^tedE überl^au^)t, wobei 
jugleid^ bie med^anifd^en äRaniputationen mit bem l^öljernen 
red^twinfUgen 2)reie(fe jur Sonftruction üon 5ßerpenbi!eln unb 
^ßarattellinien gejeigt werben fönnen. 

Sft ber ©d^üler bi§ l^iel^er gefommen, fo wirb e§ an ber 
3eit fein üom SBinfel ju reben, benn bie für biefen S3egriff 
nötl^ige Slbftraction fann je^t feine ©c^wierigfeit mel^r l^aben. 
(£S liegt barin ©toff für mancherlei Uebungen, bereu ©c^tu§ 
bie Konftruction regelmäßiger ^ßol^gone auSmad^en fann. §ieran 
laffen fid^ jugleid^ mand^erlei ^ßol^eber fnü^)fen, wie aud^ bie 
Verleitung tjon ?ßoI^ebern an^ einanber burd^ Slbftum^)fung ber 
@dCen ipber bergt.; bie Setrad^tung ber 9?e|e biefer ^ol^eber 
giebt eine fel^r inftruciiüe Uebung ob. 

S)em l^ier angegebenen ©toffe möd^te id^ nun gern nod^ beifügen : 
ßonftruction unb ©ebraud^ beg verjüngten SRafeftabe^, em^irifd^e 
Äenntnißnal^me öon ber Sänge ber Sreig^jeri^jl^erie, unb enbtid^ S3e* 
trad^tung ber gläd^enräume im äi^fonimenl^ange mit ber aSerwanb«* 
lung ber giguren. 3n ber SluMbung bin id^ felbft aber nid^t mel^r 
bal^in getaugt unb id^ öerfage mir be^l^atb weitere SSorfd^täge. 
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